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第一章

!"#$%

在利用数学知识研究自然界的各种现象和实际问题时，有时可以首先确定未知函数

及其变化率之间的关系式，从而得到未知函数表达式．这种问题的讨论就是本章要学习的

微分方程．

§１．１　常微分方程基本概念

一、两个实例

例１　已知直角坐标系中的一条曲线通过点（０，１），且在曲线上任意一点犘（狓，狔）处

的切线斜率等于４狓，求该曲线的方程．

解　设所求曲线方程为狔＝犳（狓），根据题意，有

ｄ狔
ｄ狓
＝４狓，即ｄ狔＝４狓ｄ狓，

上式两边积分，得

狔＝２狓
２
＋犆，

由于曲线通过点（０，１），解得

犆＝１．

所求曲线方程为

狔＝２狓
２
＋１．

例２　列车在平直的线路上以２０ｍ／ｓ的速度行驶，当制动时列车获得加速度

－０．４ｍ／ｓ２，求列车开始制动后的运动方程．

解　设列车开始制动后的运动方程为狊＝狊（狋），根据题意，有

狊″（狋）＝－０．４，狊′（０）＝２０，狊（０）＝０．

求解可得

狊′（狋）＝－０．４狋＋犆１，狊（狋）＝－０．２狋２＋犆１狋＋犆２．

再将条件狊（０）＝０，狊′（０）＝２０代入上式可得

犆１＝２０，犆２＝０．

所求列车开始制动后的运动方程为
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２　　　　／工程数学

狊＝－０．２狋
２
＋２０狋．

二、微分方程基本概念

凡含有未知函数导数（或微分）的方程叫作微分方程．我们把未知函数为一元函数的

微分方程称为常微分方程，未知函数为多元函数的微分方程称为偏微分方程．本章只讨论

常微分方程，简称为微分方程．出现在微分方程中未知函数的最高阶导数的阶数称为微分

方程的阶．

上面两个例子中ｄ狔
ｄ狓
＝４狓（ｄ狔＝４狓ｄ狓）为一阶常微分方程，狊″（狋）＝－０．４为二阶常

微分方程．

能使微分方程成立的函数，称为微分方程的解．一般地，如果微分方程的解中含有

任意常数，且独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相同，那么这样的解叫作微分

方程的通解．在通解中若任意常数取某定值，或利用附加条件求出任意常数应取的值，

这样所得的解称为微分方程的特解．确定通解中任意常数的附加条件称为初始条件．

微分方程与其初始条件构成的问题，称为初值问题．求解某初值问题，就是求微分方程

的特解．

上面两个例子中狔＝２狓
２
＋犆和狊（狋）＝－０．２狋２＋犆１狋＋犆２分别为其对应微分方程的

通解；狔＝２狓２＋１和狊＝－０．２狋２＋２０狋分别为其对应微分方程的特解．

例３　验证函数狔＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓是微分方程

狔″＋狔＝０

的通解，并求出满足初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝－１的特解．

解　因为　　　　狔＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓，

所以　　　　　　　　狔′＝－犆１ｓｉｎ狓＋犆２ｃｏｓ狓，

　　　　　　　　狔″＝－犆１ｃｏｓ狓－犆２ｓｉｎ狓．

将狔，狔″代入微分方程左端，有

狔″＋狔＝－犆１ｃｏｓ狓－犆２ｓｉｎ狓＋犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓＝０，

即狔＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓是微分方程狔″＋狔＝０的通解．

又狔＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓中含有两个独立的任意常数，因此它是方程狔″＋狔＝０的通解．

把初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝－１分别代入狔和狔′，得

犆１ｃｏｓ０＋犆２ｓｉｎ０＝１，

－犆１ｓｉｎ０＋犆２ｃｏｓ０＝－１
烅
烄

烆 ．

解此方程组，得

犆１＝１，犆２＝－１．

因此，方程狔″＋狔＝０满足初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝－１的特解为

狔＝ｃｏｓ狓－ｓｉｎ狓．

例４　求微分方程狔＝ｅ
２狓
＋狓的通解．

解　这个方程的特点是右边仅为自变量的表达式，根据高阶导数的含义，本题求解只
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第一章 常微分方程／３　　　　

需连续积分三次．

狔″＝∫（ｅ
２狓
＋狓）ｄ狓＝

１
２
ｅ２狓＋

１
２
狓２＋犆１，

狔′＝∫
１
２
ｅ２狓＋

１
２
狓２＋犆（ ）１ ｄ狓＝１４ｅ２狓＋

１
６
狓３＋犆１狓＋犆２，

狔＝∫
１
４
ｅ２狓＋

１
６
狓３＋犆１狓＋犆（ ）２ ｄ狓＝１８ｅ２狓＋

１
２４
狓４＋

犆１
２
狓２＋犆２狓＋犆３，

原方程的通解为

狔＝
１
８
ｅ２狓＋

１
２４
狓４＋犆狓

２
＋犆２狓＋犆３ 犆＝

犆１（ ）２ ．

本题解法适用于所有形如狔
（狀）
＝犳（狓）的微分方程，只需连续积分狀次即得通解．

例５　求微分方程狔″＝ｓｉｎ２狓满足狔 狓＝０＝１，狔′ 狓＝０＝０的特解．

解　方程两边积分，得

狔′＝∫ｓｉｎ２狓ｄ狓＝－
１
２
ｃｏｓ２狓＋犆１．

将狔′ 狓＝０＝０代入上式，得

犆１＝
１
２
．

因此

狔′＝－
１
２
ｃｏｓ２狓＋

１
２
．

两边再积分，得

狔＝－
１
４
ｓｉｎ２狓＋

１
２
狓＋犆２．

将狔 狓＝０＝１代入上式，得

犆２＝１．

所求方程的特解为

狔＝－
１
４
ｓｉｎ２狓＋

１
２
狓＋１．

练习题１．１

１．指出下列方程中哪些是微分方程，并说明它们的阶数．

（１）狔２－ｃｏｓ狓狔＝１；　　　　　　　　（２）狔
（４）
＝２狓；

（３）
ｄ狔
ｄ狓
＋３狓狔

２
＝狓

３； （４）（２狓＋狔）ｄ狓＝狓ｄ狔；

（５）
ｄ２狔
ｄ狓２
＋３ｃｏｓ狓

ｄ狔
ｄ狓
＋ｓｉｎ狓＝０； （６）狔－４（狔″）３－狓狔′＝０．

２．下列函数均是所给微分方程的解，判断是通解还是特解．

（１）狔′－狔＝０，狔＝犆ｅ狓；　　　　（２）狔″＋４狔＝０，狔＝犆１ｓｉｎ２狓＋犆２ｃｏｓ２狓；
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（３）
ｄ２狔
ｄ狓２
＋狔＝０，狔＝ｓｉｎ狓；　　 （４）狔″－２狔′＋狔＝０，狔＝犆１ｅ狓－３犆２狓ｅ狓．

３．求下列微分方程的通解．

（１）狔″＝
１
狓
狓＞（ ）０ ； （２）狔＝狓２＋ｓｉｎ２狓．

４．求微分方程狔″－ｅ
－狓＝０满足狔 狓＝０＝狔′ 狓＝０＝１的特解．

§１．２　一阶可分离变量的微分方程

定义 　形式为

ｄ狔
ｄ狓
＝犳（狓）犵（狔）（或犳１（狓）犵１（狔）ｄ狓＋犳２（狓）犵２（狔）ｄ狔＝０）

的微分方程叫作一阶可分离变量的微分方程．

这类微分方程的特点是可以将两个不同变量的函数与其微分分离到方程的两边．

解法如下：

（１）分离变量：
ｄ狔
犵（狔）

＝犳（狓）ｄ狓；

（２）两边积分：∫
ｄ狔
犵（狔）

＝∫犳（狓）ｄ狓；

（３）求出积分，若犌（狔）为
１
犵（狔）

关于积分变量狔的一个原函数，犉（狓）为犳（狓）关于积

分变量狓的一个原函数，即可得到微分方程
ｄ狔
ｄ狓
＝犳（狓）犵（狔）的通解为

犌（狔）＝犉（狓）＋犆．

求解可分离变量微分方程的方法称为分离变量法．

例１　求方程
ｄ狔
ｄ狓
＝ｅ

狓－狔的通解．

解　将方程改写为

ｄ狔
ｄ狓
＝
ｅ狓

ｅ狔
，

分离变量，得

ｅ狔ｄ狔＝ｅ
狓ｄ狓．

两边积分，得

∫ｅ
狔ｄ狔＝∫ｅ

狓ｄ狓．

求出积分，得

ｅ狔 ＝ｅ
狓
＋犆（犆为任意常数）．

例２　解方程（１＋狓２）狔′－狓狔＝０．

解　分离变量，得
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第一章 常微分方程／５　　　　

１
狔
ｄ狔＝

狓
１＋狓

２ｄ狓．

两边积分，得

ｌｎ狘狔狘＝
１
２
ｌｎ（１＋狓２）＋犆１．

进一步化简，得

狘狔狘＝ｅ
犆１ １＋狓槡 ２．

狔＝±ｅ
犆１ １＋狓槡 ２．

因ｅ犆１ 是不为零的实数，而狔＝０也是该方程的解，

所以方程的通解为

狔＝犆 １＋狓槡 ２ （犆为任意常数）．

说明　（１）在用分离变量法解可分离变量的微分方程的过程中，分离变量时需有

犵（狔）≠０，才可用它除方程两边，这样得到的通解，不包含使犵（狔）＝０的解．这时需要扩

大任意常数犆的取值范围，使其失去的解仍包含在通解中．

（２）例２若采用以下解法，可直接得到结果，即

分离变量，得

１
狔
ｄ狔＝

狓
１＋狓

２ｄ狓．

两边积分，此处做特别处理，得

ｌｎ狔＝
１
２
ｌｎ（１＋狓２）＋ｌｎ犆．

化简，得

狔＝犆 １＋狓槡 ２ （犆为任意常数）．

与例２有相同特点的微分方程比较常见，为了方便解题，我们特别约定：解微分方程

求积分时，若原函数出现对数时可不加“｜　｜”号，同时对犆做相应处理．

例３　求微分方程（１＋ｅ狓）狔′＝狔ｅ狓满足初始条件狔 狓＝０＝１的特解．

解　分离变量，得

１
狔
ｄ狔＝

ｅ狓

１＋ｅ
狓ｄ狓．

两边积分，得

∫
１
狔
ｄ狔＝∫

１
１＋ｅ

狓ｄ（１＋ｅ
狓），

ｌｎ狔＝ｌｎ（１＋ｅ狓）＋ｌｎ犆（特别处理），

所以

狔＝犆１＋ｅ（ ）狓 ．

代入初始条件狔狘狓＝０＝１，得

犆＝
１
２
．
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６　　　　／工程数学

所求特解为

狔＝
１
２
１＋ｅ（ ）狓 ．

练习题１．２

１．求下列微分方程的通解．

（１）
ｄ狔
ｄ狓
＝
狔
狓
；　　　　　　　　（２）狔′ｔａｎ狓－狔＝０；

（３）狓狔′－狔ｌｎ狔＝０；　 　 （４）ｅ狓＋狔－ｅ（ ）狓 ｄ狓＋ ｅ狓＋狔＋ｅ（ ）狔 ｄ狔＝０．

２．求微分方程２狓ｓｉｎ狔ｄ狓＋（狓２＋３）ｃｏｓ狔ｄ狔＝０满足初值条件狔 狓＝１＝
π
６
的特解．

§１．３　一阶线性微分方程

一、一阶线性微分方程的定义

形如狔′＋狆（狓）狔＝犙（狓）的方程称为一阶线性微分方程．其中狆（狓）和犙（狓）都是狓

的连续函数，犙（狓）称为自由项．

当犙（狓）＝０时，方程狔′＋狆（狓）狔＝０称为一阶线性齐次微分方程；

当犙（狓）≠０时，方程狔′＋狆（狓）狔＝犙（狓）称为一阶线性非齐次微分方程．

二、一阶线性微分方程的解法

１．一阶线性齐次微分方程

观察方程狔′＋狆（狓）狔＝０，它是一个可分离变量的微分方程．用分离变量法求解，得

∫
ｄ狔
狔
＝∫－狆（狓）ｄ狓，

求得其通解为

狔＝犆ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓（犆为任意常数）．

２．一阶线性非齐次微分方程

方程狔′＋狆（狓）狔＝犙（狓）的解可用“常数变易法”求得，这种方法是将齐次微分方程

狔′＋狆（狓）狔＝０的通解中的任意常数犆换为狓的函数犆（狓），再代入原方程，能够求出

犆（狓），也就得到了非齐次微分方程的解．

设狔＝犆（狓）ｅ－∫狆
（狓）ｄ狓为方程狔′＋狆（狓）狔＝犙（狓）的解并代入方程，得

犆′（狓）ｅ－∫狆（狓）ｄ狓＋犆（狓）ｅ－∫狆
（狓）ｄ狓·（－狆（狓））＋狆（狓）犆（狓）ｅ－∫狆

（狓）ｄ狓
＝犙（狓）．
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第一章 常微分方程／７　　　　

整理，得

犆′（狓）ｅ－∫狆（狓）ｄ狓 ＝犙（狓）．

所以

犆′（狓）＝犙（狓）ｅ∫狆
（狓）ｄ狓．

两边积分，得

犆（狓）＝∫犙（狓）ｅ∫
狆（狓）ｄ狓ｄ狓＋犆．

将此代入狔＝犆（狓）ｅ－∫狆
（狓）ｄ狓，得到方程狔′＋狆（狓）狔＝犙（狓）的通解计算公式

狔＝ｅ
－∫狆（狓）ｄ狓∫犙（狓）ｅ∫

狆（狓）ｄ狓ｄ狓＋［ ］犆 （犆为任意常数）．

例１　求方程
ｄ狔
ｄ狓
＋２狓狔＝３狓的通解．

解　首先确定狆（狓）＝２狓，犙（狓）＝３狓，

代入公式，得

　　　　　　　　　　狔＝ｅ
－∫２狓ｄ狓∫３狓ｅ∫

２狓ｄ狓ｄ狓＋（ ）犆 　

　　　　　　　　　　　＝ｅ－
狓
２

∫３狓ｅ
狓
２

ｄ狓＋（ ）犆

　　　　　　　　　　　＝
３
２
ｅ－狓

２

ｅ狓
２

＋犆ｅ－
狓
２

＝犆ｅ－狓
２

＋
３
２
（犆为任意常数）．

例２　求方程狔′＋狔ｃｏｓ狓＝ｅ－
ｓｉｎ狓满足初始条件狔 狓＝０＝１的特解．

解　根据方程，首先确定狆（狓）＝ｃｏｓ狓，犙（狓）＝ｅ－ｓｉｎ狓，

所以　　　　　　　　　狔＝ｅ
－∫ｃｏｓ狓ｄ狓∫ｅ

－ｓｉｎ狓ｅ∫ｃｏｓ狓ｄ狓ｄ狓＋（ ）犆

＝ｅ－ｓｉｎ狓∫ｄ狓＋（ ）犆 ＝ｅ－ｓｉｎ狓 狓＋（ ）犆 ．

把狔 狓＝０＝１代入上式，得

犆＝１．

故满足初始条件狔 狓＝０＝１的特解为

狔＝ｅ
－ｓｉｎ狓 狓＋（ ）１ ．

例３　求经过原点，在点（狓，狔）处的切线斜率等于２狓＋狔的曲线方程．

解　设所求曲线方程为狔＝犳（狓），根据题意，有

ｄ狔
ｄ狓
＝２狓＋狔．

这是一个一阶线性非齐次微分方程，根据方程，首先确定狆（狓）＝－１，犙（狓）＝２狓．

所以　　　　　　　　　　　狔＝ｅ
－∫－ｄ狓∫２狓ｅ∫

－ｄ狓ｄ狓＋（ ）犆
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８　　　　／工程数学

＝ｅ
狓（－２狓ｅ－狓－２ｅ－狓＋犆）

＝－２狓－２＋犆ｅ
狓．

由于曲线通过点（０，０），解得

犆＝２．

所求曲线方程为

狔＝－２狓－２＋２ｅ
狓．

练习题１．３

１．求下列微分方程的通解．

（１）狔′－２狔＝６；　　　　　　　　　（２）狔′－
２
狓
狔＝

１
２
狓；

（３）狔′－３狓狔＝２狓；　　　　　 （４）狔′＋
１
狓
狔＝

ｓｉｎ狓
狓
．

２．求下列微分方程满足所给初始条件的特解．

（１）狔′＋５狔＝－４ｅ－３狓，狔 狓＝０＝－４；　　（２）狔′－狔ｔａｎ狓＝ｓｅｃ狓，狔 狓＝０＝１．

§１．４　二阶线性常系数齐次微分方程

一、二阶线性常系数齐次微分方程及其解的性质

定义１　形如狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的微分方程称为二阶线性常系数齐次微分方程（其

中狆，狇是常数）．

定义２　设狔１，狔２（狔２≠０）是定义在同一区间上的两个函数，当
狔１
狔２
＝犽（犽为常

数）时，称狔１与狔２线性相关；当
狔１
狔２
≠犽（犽为常数）时，称狔１与狔２线性无关．

定理 　（齐次线性微分方程解的结构）　如果狔１与狔２是方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的

两个线性无关的特解，那么狔＝犆１狔１＋犆２狔２（犆１，犆２为任意常数）就是方程的通解．

若狔１＝ｅ
３狓与狔２＝ｅ

－狓都是方程狔″－２狔′－３狔＝０的解，则狔＝犆１ｅ３狓＋犆２ｅ－狓为该

方程的通解．

二、二阶线性常系数齐次微分方程的通解求法

求方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解，关键在于求出方程的两个线性无关的特解狔１和狔２．

分析狔″＋狆狔′＋狇狔＝０，其左端是狔″、狆狔′与狇狔三项之和，狆，狇为常数，而右端为０，因此，要

使等式成立，狔″，狔′与狔必是相同形式的函数，显然指数函数狔＝ｅ狉狓（狉为常数）符合要求，
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第一章 常微分方程／９　　　　

只要选择适当的狉值就可以了．

为此，将狔＝ｅ狉狓，狔′＝狉ｅ狉狓 与狔″＝狉２ｅ狉狓 同时代入方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０，得

ｅ狉狓（狉２＋狆狉＋狇）＝０．

因为ｅ狉狓 ≠０，

所以 狉２＋狆狉＋狇＝０．

这是待定常数狉需满足的条件．称代数方程狉２＋狆狉＋狇＝０为方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝

０的特征方程．特征方程的根称为特征根．

由于一个一元二次方程的根可能有三种情况，下面将根据特征根的不同情况，确定微

分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０三种不同形式的通解．

（１）特征方程有两个不相等的实根狉１≠狉２．

此时狔１＝ｅ
狉１狓，狔２＝ｅ狉２狓是方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的两个线性无关特解，所以方程的

通解为

狔＝犆１ｅ
狉１狓＋犆２ｅ

狉２狓．

（２）特征方程有两个相等的实根狉１＝狉２＝狉．

此时只能得到方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的一个特解狔１＝ｅ
狉狓，还需要确定一个与狔１＝

ｅ狉狓 线性无关的特解．

可证狔２＝狓ｅ
狉狓 是方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的另一个特解，且与狔１＝ｅ狉狓 线性无关，所

以方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解为

狔＝（犆１＋犆２狓）ｅ狉狓．

（３）特征方程有一对共轭的复根狉１＝α＋ｉβ，狉２＝α－ｉβ（α，β为实数，β≠０）．

可以证明，狔１＝ｅα狓ｃｏｓβ狓，狔２＝ｅ
α狓ｓｉｎβ狓是方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的两个线性无关

特解，所以方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解为

狔＝ｅα
狓（犆１ｃｏｓβ狓＋犆２ｓｉｎβ狓）．

综上所述，求二阶线性常系数齐次微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解过程如下：

①写出特征方程狉
２
＋狆狉＋狇＝０；

②求出特征根狉１，狉２；

③按下表写出微分方程的通解：

特征方程狉２＋狆狉＋狇＝０的两个根狉１，狉２ 微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解

两个不相等的实根狉１≠狉２ 狔＝犆１ｅ
狉１狓＋犆２ｅ

狉２狓

两个相等的实根狉１＝狉２＝狉 狔＝（犆１＋犆２狓）ｅ狉狓

一对共轭复根狉１＝α＋ｉβ，狉２＝α－ｉβ 狔＝ｅα
狓（犆１ｃｏｓβ狓＋犆２ｓｉｎβ狓）

　　例１　求微分方程狔″－２狔′－３狔＝０的通解．

解　所给方程的特征方程为狉２－２狉－３＝０，它有两个不相等的特征根狉１＝－１，狉２＝３．

微分方程有两个线性无关的特解为狔１＝ｅ
－狓与狔２＝ｅ

３狓．

所以微分方程的通解为

狔＝犆１ｅ
－狓＋犆２ｅ

３狓．
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例２　求方程狔″－４狔′＋４狔＝０的通解．

解　所给方程的特征方程为狉２－４狉＋４＝０，它有两个相等的特征根狉１＝狉２＝２，

所以方程的通解为

狔＝（犆１＋犆２狓）ｅ２狓．

例３　求方程
ｄ２狔
ｄ狓２
＋２
ｄ狔
ｄ狓
＋５狔＝０的通解．

解　所求方程的特征方程为狉２＋２狉＋５＝０，它有共轭复根

狉１＝－１＋２ｉ，狉２＝－１－２ｉ，

即 α＝－１，β＝２．

对应的两个线性无关的解为

狔１＝ｅ
－狓ｃｏｓ２狓，狔２＝ｅ－狓ｓｉｎ２狓，

所以方程的通解为

狔＝ｅ
－狓（犆１ｃｏｓ２狓＋犆２ｓｉｎ２狓）．

例４　求方程狔″－６狔′＋８狔＝０满足初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝０的特解．

解　所求方程的特征方程为狉２－６狉＋８＝０，它有两个不相等的特征根狉１＝２，狉２＝４，

因此，方程的通解为

狔＝犆１ｅ
２狓
＋犆２ｅ

４狓．

对狔求导，得

狔′＝２犆１ｅ
２狓
＋４犆２ｅ

４狓．

将初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝０代入以上两式，得

犆１＝２，犆２＝－１．

所以方程的特解为

狔＝２ｅ
２狓
－ｅ

４狓．

练习题１．４

１．下列函数组在其定义域内哪些是线性无关的？

（１）狓３，
３

槡狓；　　　　　　　　　　　　　（２）ｌｎ（狓２＋１），ｌｎ（狓２＋１）３；

（３）ｓｉｎ２狓，ｓｉｎ狓ｃｏｓ狓；　 （４）ｅ２狓ｃｏｓ狓，ｅ２狓ｓｉｎ狓．

２．求下列二阶线性常系数齐次微分方程的通解．

（１）狔″－５狔′－６狔＝０； （２）狔″－３狔′＝０；

（３）狔″＋４狔＝０；　 （４）狔″－６狔′＋９狔＝０．

３．求下列二阶线性常系数齐次微分方程的特解．

（１）狔″－狔′－６狔＝０，狔 狓＝０＝１，狔′ 狓＝０＝０；

（２）狔″＋２狔′＋２狔＝０，狔 狓＝０＝０，狔′ 狓＝０＝３．
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第一章　常微分方程／１１　　　

§１．５　二阶线性常系数非齐次微分方程

一、二阶线性常系数非齐次微分方程及其解的性质

定义 　形如狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）犳（狓）≠（ ）０ 的微分方程，称为二阶线性常系数

非齐次微分方程．犳（狓）称为方程的自由项．

定理 　（线性非齐次微分方程解的结构）　设珔狔是二阶线性非齐次微分方程狔″＋

狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的一个特解，犢是对应齐次方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解，那么二阶线

性非齐次微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）犳（狓）≠（ ）０ 的通解是狔＝珔狔＋犢．

二、二阶线性常系数非齐次微分方程的通解求法

二阶线性常系数非齐次微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）对应的齐次方程的通解的求

法在上节内容中已经讨论过，现在只需讨论如何求方程的一个特解就可以了．

对于这个问题，我们只对犳（狓）取以下两种常见形式进行讨论．

１．犳（狓）＝狆狀（狓）犲犪狓（其中狆狀（狓）是狓的一个狀次多项式，犪为常数）

这时，方程成为

狔″＋狆狔′＋狇狔＝狆狀（狓）ｅ犪狓．

方程的右端是一个狀次多项式与ｅ犪狓 的乘积，而多项式与指数式乘积的一阶导数、二

阶导数仍为多项式与指数式的乘积形式，因此我们可以推测，方程狔″＋狆狔′＋狇狔 ＝

狆狀（狓）ｅ犪狓 的特解是某个多项式与指数式ｅ犪狓 的乘积形式．

可以证明，当自由项为犳（狓）＝狆狀（狓）ｅ犪狓 时二阶线性常系数非齐次方程具有形如

珔狔＝狓
犽犙狀（狓）ｅ犪狓

的特解，其中犙狀（狓）是一个与狆狀（狓）有相同次数的多项式，犽是一个整数，满足：

（１）当犪不是特征根时，犽＝０；

（２）当犪是特征方程的单根时，犽＝１；

（３）当犪是特征方程的重根时，犽＝２．

例１　求方程狔″＋狔＝２狓
２
－３的一个特解．

解　这里狆狀（狓）＝２狓２－３是一个二次多项式，犪＝０不是特征根，因此犽＝０．

所以可设该方程的一个特解为

珔狔＝犃狓
２
＋犅狓＋犆，

其中犃，犅，犆为待定系数，为求得这三个系数，将珔狔求导，得

珔狔′＝２犃狓＋犅，珔狔″＝２犃．

把它们代入原方程，得

２犃＋犃狓
２
＋犅狓＋犆＝２狓

２
－３，

即　　　　　　　　　　　　犃狓
２
＋犅狓＋（２犃＋犆）＝２狓２－３．
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１２　　　／工程数学

上式应是一个恒等式，所以两边的同次项系数必须相等，

犃＝２，

犅＝０，

２犃＋犆＝－３

烅

烄

烆 ．

解此方程组，得

犃＝２，犅＝０，犆＝－７．

于是所求方程的一个特解为

珔狔＝２狓
２
－７．

例２　求狔″＋５狔′－６狔＝ｅ
２狓的一个特解．

解　在这里狆狀（狓）＝１，犪＝２不是特征根，因此犽＝０，所以可设该方程的特解为

珔狔＝犃ｅ
２狓，

其中犃为待定常数，把它代入原方程，得

４犃ｅ２狓＋１０犃ｅ
２狓
－６犃ｅ

２狓
＝ｅ

２狓．

化简，得

８犃ｅ２狓 ＝ｅ
２狓．

比较两边系数，得

犃＝
１
８
．

故珔狔＝
１
８
ｅ２狓是原方程的一个特解．

例３　求方程狔″－５狔′＋６狔＝－５ｅ
２狓的通解．

解　该方程对应的齐次方程的通解为

犢＝犆１ｅ
２狓
＋犆２ｅ

３狓．

自由项犳（狓）＝－５ｅ２狓，其中狆狀（狓）＝－５，犪＝２是特征方程的单根，应取犽＝１，所以可

设原方程的特解为

珔狔＝犃狓ｅ
２狓．

对珔狔求导，得

珔狔′＝（２犃狓＋犃）ｅ２狓，

珔狔″＝（４犃狓＋４犃）ｅ２狓．

代入原方程化简，得

犃＝５．

所以该方程的特解为

珔狔＝５狓ｅ
２狓．

于是所给方程的通解为

狔＝犢＋珔狔＝犆１ｅ
２狓
＋犆２ｅ

３狓
＋５狓ｅ

２狓．

２．犳（狓）＝犲α狓（犃犮狅狊ω狓＋犅狊犻狀ω狓）（其中α，ω，犃，犅是常数，且ω≠０，犃，犅不同时为零）

这时，方程为

狔″＋狆狔′＋狇狔＝ｅα
狓（犃ｃｏｓω狓＋犅ｓｉｎω狓）．
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第一章　常微分方程／１３　　　

可以证明，自由项为犳（狓）＝ｅα狓（犃ｃｏｓω狓＋犅ｓｉｎω狓）时方程的特解形式为

珔狔＝狓
犽ｅα狓（犆ｃｏｓω狓＋犇ｓｉｎω狓），

其中犆，犇是待定常数，犽是一个整数．犽的取值分别为：

（１）当α±ωｉ不是特征根时，犽＝０；

（２）当α±ωｉ是特征根时，犽＝１．

例４　求方程狔″＋狔＝ｓｉｎ狓的通解．

解　犳（狓）＝ｓｉｎ狓为ｅα狓（犃ｃｏｓω狓＋犅ｓｉｎω狓）型的函数，且α＝０，ω＝１，

因为α±ωｉ＝±ｉ是特征方程狉
２
＋１＝０的根，取犽＝１，

所以可设特解为

珔狔＝狓（犆ｃｏｓ狓＋犇ｓｉｎ狓）．

则对珔狔求导，得

珔狔′＝犆ｃｏｓ狓＋犇ｓｉｎ狓＋狓（犇ｃｏｓ狓－犆ｓｉｎ狓），

珔狔″＝２犇ｃｏｓ狓－２犆ｓｉｎ狓－狓（犆ｃｏｓ狓＋犇ｓｉｎ狓）．

把狔″及狔同时代入原方程，得

－２犆ｓｉｎ狓＋２犇ｃｏｓ狓＝ｓｉｎ狓．

比较两端ｓｉｎ狓与ｃｏｓ狓的系数，得

犆＝－
１
２
，犇＝０．

所以原方程的特解为

珔狔＝－
１
２
狓ｃｏｓ狓．

而对应齐次方程狔″＋狔＝０的通解为

犢＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓，

所以原方程的通解为

狔＝珔狔＋犢＝－
１
２
狓ｃｏｓ狓＋犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓．

根据前面的讨论，我们将求二阶线性常系数非齐次微分方程狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）通

解的步骤归纳如下：

第一步：求狔″＋狆狔′＋狇狔＝０的通解；

第二步：求狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的特解珔狔，珔狔的形式见下表：

犳（狓）的形式 特解珔狔的形式

犳（狓）＝狆狀（狓）ｅ犪狓

珔狔＝狓
犽犙狀（狓）ｅ犪狓 ．

当犪不是特征根时，犽＝０；

当犪是特征根，但不是重根时，犽＝１；

当犪是特征根，且为重根时，犽＝２

犳（狓）＝ｅα狓（犃ｃｏｓω狓＋犅ｓｉｎω狓）

珔狔＝狓
犽ｅα狓（犆ｃｏｓω狓＋犇ｓｉｎω狓）．

当α±ωｉ不是特征根时，犽＝０；

当α±ωｉ是特征根时，犽＝１

　　第三步：写出狔″＋狆狔′＋狇狔＝犳（狓）的通解狔＝珔狔＋犢．
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１４　　　／工程数学

例５　一艘质量为犕的潜艇由水面开始下沉，下沉过程中所受水的阻力与下沉速度

成正比，求潜艇下沉的深度随时间变化的函数关系．

解　设潜艇下沉的深度随时间变化的函数关系为犺＝犺（狋），由牛顿第二定律与导数

物理意义

犕犵－犽犺′＝犕犺″，且犺狋＝０＝０，犺′狋＝０＝０．

微分方程犕犵－犽犺′＝犕犺″变形，得

犺″＋
犽
犕
犺′＝犵．

这是一个二阶线性常系数非齐次微分方程，求其通解为

犺＝犆１＋犆２ｅ
－
犽
犕狋＋

犕犵
犽
狋．

将犺狘狋＝０＝０，犺′狘狋＝０＝０代入，得

犆２＝
犕２犵
犽２
，犆１＝－

犕２犵
犽２
，

即潜艇下沉的深度随时间变化的函数关系为

犺＝
犕２犵
犽２
（ｅ－

犽
犕狋－１）＋

犕犵
犽
狋．

练习题１．５

１．求下列微分方程的通解．

（１）狔″－２狔′＝狓＋１；　　　　　　（２）狔″＋狔′－２狔＝２ｅ狓；

（３）狔″＋４狔＝４ｓｉｎ狓；　 （４）狔″－２狔′－３狔＝３狓＋１．

２．求下列微分方程满足初始条件的特解．

（１）狔″－狔′－２狔＝狓，狔 狓＝０＝０，狔′ 狓＝０＝０；

（２）狔″－３狔′＋２狔＝５，狔 狓＝０＝１，狔′ 狓＝０＝２．

基础训练

１．判断题．

（１）狓２ 狔（ ）′ ２
－２狓狔′－狓＝３是二阶微分方程． （　　）

（２）狀阶微分方程的通解必含有狀个独立的任意常数． （　　）

（３）狔＝犆１ｅ－狓＋犆２狓ｅ－狓为微分方程狔″＋２狔′＋狔＝０的通解． （　　）

（４）狔′＝狓＋狔是可分离变量的微分方程． （　　）

（５）狀阶微分方程需狀个初始条件才能确定特解． （　　）

２．填空题．

（１）（狔″）３－狔
（４）
＋狓狔

２
＝３是 阶微分方程．
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第一章　常微分方程／１５　　　

（２）以狔＝犆１ｅ狓＋犆２ｅ－狓为通解的二阶线性常系数齐次微分方程是 ．

（３）微分方程狔″－４狔′－５狔＝０的特征根是 ．

（４）用待定系数法求微分方程狔″＋２狔＝２狓２－１的一个特解时，应设特解的形式为珔狔＝

．

（５）微分方程狔″＋４狔′＋４狔＝０满足初始条件狔 狓＝０＝２，狔′ 狓＝０ ＝０的特解

是 ．

３．选择题．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（１）下列函数中，可以是微分方程狔″＋狔＝０解的函数是（　　）．

Ａ．狔＝ｃｏｓ狓　　Ｂ．狔＝狓　　 Ｃ．狔＝ｓｉｎ２狓　　 Ｄ．狔＝ｅ
狓

（２）微分方程狔″－狓 狔（ ）′ ３
－狔

４
＝０的通解中应含有独立的任意常数的个数

为（　　）．

Ａ．２　　　 　 Ｂ．３　　　 Ｃ．４　　　　 　 Ｄ．５

（３）下列函数中线性无关的是（　　）．

Ａ．狓２，
２
３
狓２　 Ｂ．１，ｓｉｎ２狓＋ｃｏｓ２狓

Ｃ．１＋ｃｏｓ狓，ｃｏｓ２
狓
２
　　 Ｄ．ｅ狓，ｅ－２狓

（４）下列方程中，其通解为狔＝犆１ｃｏｓ狓＋犆２ｓｉｎ狓的是（　　）．

Ａ．狔″－狔′＝０ Ｂ．狔″＋狔′＝０　　　　Ｃ．狔″－狔＝０　　　　Ｄ．狔″＋狔＝０

（５）用待定系数法求微分方程狔″＋２狔′＋３狔＝狓２－１的一个特解时，应设特解的形式

为（　　）．

Ａ．犪狓２　 　　 Ｂ．犪狓２＋犫狓＋犮

Ｃ．狓（犪狓２＋犫狓＋犮）　 Ｄ．狓２（犪狓２＋犫狓＋犮）

（６）用待定系数法求微分方程狔″－２狔′＋狔＝ｃｏｓ狓的一个特解时，应设特解的形式为

（　　）．

Ａ．犪ｃｏｓ狓　　 Ｂ．犫ｓｉｎ狓

Ｃ．犪ｃｏｓ狓＋犫ｓｉｎ狓　 Ｄ．狓（犪ｃｏｓ狓＋犫ｓｉｎ狓）

（７）方程狔′＝狔ｔａｎ狓＋ｓｅｃ狓满足初始条件狔 狓＝０＝０的特解是（　　）．

Ａ．狔＝
１
ｃｏｓ狓

（狓＋犆） Ｂ．狔＝
狓
ｃｏｓ狓

Ｃ．狔＝
狓
ｓｉｎ狓

　　 Ｄ．狔＝
１
ｃｏｓ狓

狓＋（ ）２

４．求下列微分方程的通解．

（１）狔″＝狓＋ｅ２狓；　　　　　 （２）狔″＝ｃｏｓ狓；

（３）
ｄ狔
ｄ狓
＝
狓狔
１＋狓

２
； （４）狔′＋狔＝狓；

（５）狔″＋２狔′－８狔＝０； （６）狔″－２狔′＋狔＝２狓２＋１；

（７）狔″－２狔′＝ｃｏｓ狓．

北
京
出
版
社



１６　　　／工程数学

５．求下列微分方程满足初始条件的特解．

（１）ｃｏｓ狔ｓｉｎ狓ｄ狔－ｃｏｓ狓ｓｉｎ狔ｄ狓＝０，狔 狓＝
π
４ ＝

π
６
；

（２）
ｄ狔
ｄ狓
＋狔ｃｏｔ狓＝５ｅ

ｃｏｓ狓，狔 狓＝
π
２ ＝－４；

（３）狔″－５狔′－６狔＝０，狔 狓＝０＝１，狔′ 狓＝０＝２．

６．应用题．

（１）一曲线过点（２，３），且曲线上任意一点的切线介于两坐标轴之间的部分恰为切点

所平分，求此曲线的方程．

（２）设室温为２０℃，一物体加热到１００℃，在１０ｍｉｎ内冷却到６０℃，问：此物体从

１００℃降到２５℃需要经过多少时间？（物体冷却遵循牛顿冷却定律，即物体在空气中冷却

的速度与物体温度和空气温度之差成正比）

（３）一端系着质量为犿的小球的悬挂弹簧（劲度系数为犽），平衡状态时弹簧伸长犪，

如果将小球向下拉伸犫的距离，然后放开在平衡位置上下自由振荡，试讨论小球的运动规

律狓＝狓（狋）．

数学实训一

应用犕犃犜犔犃犅进行常微分方程符号求解　　　　

函数调用格式：ｄｓｏｌｖｅ（ｅｑｕａｔｉｏｎ１，ｅｑｕａｔｉｏｎ２，……，ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ１，ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ２，……，ｖ）

其中ｅｑｕａｔｉｏｎ代表常微分方程，且需以Ｄｙ代表一阶微分项ｙ′，Ｄ２ｙ代表二阶微分项ｙ″，

Ｄｎｙ代表ｎ阶微分项．ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ为初始条件．ｖ为指定的符号自变量，系统默认自变量为ｔ．

实验举例

实验一　求微分方程狔＝ｅ
２狓
＋狓的通解．（课本§１．１例４）

操作命令

＞＞ｄｓｏｌｖｅ（Ｄ３ｙ＝ｅｘｐ（２
ｘ）＋ｘ，ｘ）

ａｎｓ＝

　Ｃ３＋ｅｘｐ（２ｘ）／８＋Ｃ２ｘ＋（Ｃ１ｘ∧２）／２＋ｘ∧４／２４

实验二　求微分方程（１＋ｅ狓）狔′＝狔ｅ狓满足初始条件狔 狓＝０＝１的特解．（课本§１．２例３）

操作命令

＞＞ｄｓｏｌｖｅ（Ｄｙ
（１＋ｅｘｐ（ｘ））＝ｙｅｘｐ（ｘ），ｙ（０）＝１，ｘ）

ａｎｓ＝

　ｅｘｐ（ｘ）／２＋１／２
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第一章　常微分方程／１７　　　

实验三　求方程狔″－６狔′＋８狔＝０满足初始条件狔 狓＝０＝１和狔′ 狓＝０＝０的特解．

（课本§１．４例４）

操作命令

＞＞ｃｌｅａｒａｌｌ

＞＞ｄｓｏｌｖｅ（Ｄ２ｙ－６
Ｄｙ＋８ｙ＝０，ｙ（０）＝１，Ｄｙ（０）＝０，ｘ）

ａｎｓ＝

　２ｅｘｐ（２ｘ）－ｅｘｐ（４ｘ）

实验四　求方程狔″－５狔′＋６狔＝－５ｅ
２狓的通解．（课本§１．５例３）

操作命令

＞＞ｃｌｅａｒａｌｌ

＞＞ｄｓｏｌｖｅ（Ｄ２ｙ－５
Ｄｙ＋６ｙ＝－５ｅｘｐ（２ｘ），ｘ）

ａｎｓ＝

　５ｘｅｘｐ（２ｘ）＋Ｃ２ｅｘｐ（３ｘ）＋Ｃ１ｅｘｐ（２ｘ）

实验五　求解微分方程组

ｄ狓
ｄ狋
＝狔，

ｄ狔
ｄ狋
＝－狓

烅

烄

烆
．

操作命令

＞＞ｃｌｅａｒａｌｌ

＞＞［ｘ，ｙ］＝ｄｓｏｌｖｅ（Ｄｘ＝ｙ，Ｄｙ＝－ｘ）

ｘ＝

　Ｃ２ｃｏｓ（ｘ）＋Ｃ１ｓｉｎ（ｘ）

ｙ＝

　Ｃ１ｃｏｓ（ｘ）－Ｃ２ｓｉｎ（ｘ）北
京
出
版
社




