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问题： cos( )  等于 cos  cos  吗？

例如 30 60  °， °，则

cos(30 60 ) cos90 0  ° ° ° ，而

cos30 °
3 1cos60
2 2

 ° ，显然

cos(30 60 ) cos30 cos60  ° ° ° °．

一般地，两角和或差的三角函数，不等于两角

的同名三角函数的和或差. 那么如何用角 ， 的

三角函数表示角  的三角函数呢？下面来讨

论这个问题．

我们先给出两角差的余弦公式：

cos( ) cos cos sin sin        .

图 1-1

下面证明两角差的余弦公式．
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如图 1-1所示，单位圆与 x轴正半轴交于点 0 (1 0)P ， ，以 x轴的正半轴为始

边，分别做角 ， ，   ，它们的终边分别交单位圆于点 1 2 3P P P， ， ，则点

0 1 2 3P P P P， ， ， 的坐标分别是 0 (1 0)P ， ， 1(cos sin )P  ， ， 2 (cos sin )P  ， ．可

以得到 0 3 2 1POP POP   ，由圆的性质可知 0 3 2 1| | | |P P P P ，即

2 2[cos( ) 1] [sin( ) 0]        2 2(cos cos ) (sin sin )      

两边平方，化简得

cos( ) cos cos sin sin        .

由上式可以得到

cos( ) cos[ ( )]
cos cos( ) sin sin( )
cos cos sin sin

   
   
   

   
   
  .

这样我们就推导出两角和与差的余弦公式：

cos( ) cos cos sin sin
cos( ) cos cos sin sin

     
     
  
  

(1-1)

sin( ) cos[ ( )]
2

cos( ) cos sin( )sin
2 2

sin cos cos sin

   

   

   


   

 
   

  ，

所以 sin( )   sin cos cos sin    .

在上面的公式中，用  代替  ，可以得到

sin( ) sin[ ( )]
sin cos( ) cos sin( )
sin cos cos sin

   
   
   

   
   
  ，

cos(90 ) sin  °

cos( ) sin
2

 
 
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所以 sin( )   sin cos cos sin .   

这样我们就推导出两角和与差的正弦公式：

sin( ) sin cos cos sin
sin( ) sin cos cos sin

     
     
  
  

(1-2)

sin( ) sin cos cos sintan( )
cos( ) cos cos sin sin

      
     
 

  
 

如果 cos cos 0   ，我们可以将分子分母都除以

cos cos  ，从而得到

tan tantan( )
1 tan tan

  
 


 


．

在上面的公式中，用  代替  ，可以得到

tan( ) tan[ ( )]
tan tan( )
1 tan tan( )
tan tan .
1 tan tan

   
 
 

 
 

   
 


 






因此
tan tantan( ) .
1 tan tan

  
 


 


这样我们就推导出两角和与差的正切公式：

tan tantan( )
1 tan tan
tan tantan( )
1 tan tan

  
 

  
 


 




 


(1-3)

公式(1-1)，(1-2)，(1-3)分别称为余弦、正弦、正切的加法定理，统称为

sintan
cos




 ，

ππ
2

k k   Z，
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练一练

加法定理．简记为C C S S T T                ， ， ， ， ， ．

利用公式计算：

(1) cos( )
12


 ； (2) 7sin( )
12

 ； (3) tan 285°．

解：(1) cos( )
12


 
3 2cos cos( ) cos( )

12 12 12 4 6
    
   

cos cos sin sin
4 6 4 6
   

 

2 3 2 1 6 2
2 2 2 2 4


   ；

(2) 7sin( )
12

 
7sin
12


3 4sin( )
12 12
 

    sin( )
4 3
 

 

(sin cos cos sin )
4 3 4 3
   

  

2 1 2 3 2 6( )
2 2 2 2 4


     ；

(3) tan 285 tan(180 105 )  ° ° ° tan105°
tan 45 tan 60tan(45 60 )
1 tan 45 tan 60


  


° °

° °
° °

21 3 (1 3) 2 3.
1 1 3 (1 3)(1 3)

 
    

   

利用公式计算：

(1) sin105°；(2) cos195°；(3) 11sin
12

；(4) tan( 75 ) °．

求下列各式的值：

(1) 5 7sin sin
12 12
  5 7cos cos

12 12
 

 ；

(2) sin 21 cos81 sin 69 cos9° ° ° °；

(3) 1 tan 75
1 tan 75



°

°
；

(4) sin(55 ) cos( 10 )    ° ° cos(55 ) sin( 10 )   ° °．

此题也可作如下代换

2 3cos( ) cos( )
12 12 12
  

   .
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练一练

解：(1) 原式
5 7(cos cos
12 12
 

 
5 7sin sin )
12 12
 



5 7cos( ) cos ( 1) 1
12 12
 

          ；

(2) 原式 sin 21 cos81 cos 21 sin81 ° ° ° °

3sin(21 81 ) sin( 60 ) sin 60
2

       ° ° ° ° ；

(3) 原式
tan 45 tan 75
1 tan 45 tan 75





° °

° °

tan(45 75 ) tan( 30 )   ° ° °

3tan30
3

   ° ．

(4) 原式
2sin[(55 ) ( 10 )] sin 45
2

       ° ° ° ．

求下列各式的值：

(1) sin16 cos61 cos16 sin 61° ° ° °；

(2) cos100 cos50 sin100 cos 40° ° ° °；

(3) tan13 tan58
1 tan13 tan58




° °

° °
．

已知
1 3 3sin ( ) cos ( 2 )
3 2 5 2

    
     ， ， ， ， ， ，求 sin( )  ，

cos( )  ， tan( )  的值．

解：因为
1sin ( )
3 2

  
  ， ， ，

所以 2 21cos 1 sin 1 ( )
3

       = 2 2 .
3



因为
3 3cos ( 2 )
5 2

  
  ， ， ，

所以 2 23 4sin 1 cos 1 ( )
5 5

         ，

得到
sin 2tan
cos 4




   ，
sin 4tan
cos 3




   ．

 
 

sin 90 cos

cos 90 sin

 

 

 

 

°

°

将 (55 )° 看做一

个角，同理把 ( 10 )  °

看做另一个角．

由 2 2sin cos 1  

得 2cos 1 sin   ．

正、负号的选取由
所在的象限决定(一、

四象限为正，二、三

象限为负)．同理可求
sin .
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练一练

因此 sin( )  = sin cos cos sin   

= 1 3 2 2 4( ) ( )
3 5 3 5
     = 3 8 2

15


；

cos( )  = cos cos sin sin    .

= 2 2 3 1 4( )
3 5 3 5

     = 4 6 2
15


；

tan tantan( )
1 tan tan

  
 


 


2 4( ) 25 2 544 3
282 41 ( ) ( )

4 3

   
  

   
．

已知
1sin ( )
2 2

  
  ， ， ，

3cos
2

  ，
3( )
2

 
 ， ，求 sin( )  ，

cos( )  ， tan( )  的值．

1．填空题：

(1) cos( )
6 4
 
  ____________________=_____________．

(2) tan( 60 45 )  ° ° __________________________=_____________．

(3) cos10 cos70 sin10 sin 70 ° ° ° ° _________________=___________．

(4) cos132 sin87° ° sin132 cos87 ° ° _______________=___________．

(5) tan 36 tan84
1 tan36 tan84





° °

° °
__________________=_________．

2．已知
12 3 1 3cos ( 2 ) sin ( )
13 2 5 2

    
      ， ， ， ， ， ，求 sin( )

4
 
 ，

cos( )  ， tan( )
6


 的值．

3．求下列各式的值：

(1) 17sin
12

；(2)1 tan13 tan58

tan13 tan58



° °

° °
；(3) 2 2cos sin

8 8
 
 ；
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(4) cos(70 )° cos( 10 ) sin(70 )sin( 10 )       ° ° °；

(5) cos(45 )cos(45 ) sin(45 )sin(45 )
sin( ) cos(2 ) cos( )sin(2 )

   
       
    
    

° ° ° °
．

4．已知
3sin( ) ( )
2

m  
   ， ， ，求 cos( ) sin( )

6 4
  

 ， ，tan( )
4

 
 的值．

5．利用和(差)角公式证明：

(1) cos( ) sin
2

 
   ；(2) 3sin( ) cos

2
 

   ．

6．求证： cos( ) cos( ) cos( ).
3 3

x x x 
    

1．求下列各式的值：

(1) sin 465°；(2) 3 tan15
1 3 tan15




°

°
；(3) 2 cos 2 sin

12 12
 
 ．

2．已知
2 2 3cos ( 2 )
3 2

  
  ， ， ，

10 3sin ( )
10 2

  
   ， ， ，求 sin( ) 

和cos( )  的值．

3．已知
4sin(3π )
5

  ，且
π( π)
2

  ， ，求 tan(π ) 的值．

1．已知 ， 均为锐角，且
3 12sin( ) cos
5 13

     ， ，求 sin  的值．

2． 3sin( )cos cos( )sin
5

            ， ， 均为锐角，求 sin(30 )° 的值．

3．已知 sin 3cos 0   ，求
πtan( )
4

  的值．

4．设 tan tan ， 是方程 2 2 3 0x x   的两个实数根，求 tan( )  的值．

北
京
出
版
社



数学 拓展模块

·10·

问题：你能根据公式 S  ，C  ，T 

推导出公式 sin 2 ， cos 2和 tan 2 吗?

在公式 S  ，C  ，T  中，设   代

入，即得到下面的公式：

2 2

2

sin 2 sin( ) sin cos cos sin 2sin cos
cos 2 cos( ) cos cos sin sin cos sin

tan tan 2 tantan 2 tan( )
1 tan tan 1 tan

        

        
    
  

    

     


   
 

；

；

.

这样就得到二倍角的三角函数公式：

2 2

2

sin 2 2sin cos
cos 2 cos sin

2 tantan 2
1 tan

  

  





 




(1-4)

能否利用公式 2 2sin cos 1   ，得到 cos 2的其他表述形式？

2

2

cos 2 2cos 1
cos 2 1 2sin

 

 

 

 
(1-5)

已知
3cos
4

   ， ( )
2

 
 ， ，求 sin 2 ， cos 2， tan 2 的值．

解：因为
3cos
4

   ， ( )
2

 
 ， ，则

2 23 7sin 1 cos 1 ( )
4 4

       ，

 与 2 是单角与

二倍角的关系，例如 2

与 4 ，
2


与 ，
8

与

4


等都满足这种关系．
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练一练

7
sin 74tan 3cos 3

4




   


，

所以

2 2 2 2

2
2

7 3 3 7sin 2 2sin cos 2 ( )
4 4 8
3 7 1cos 2 cos sin ( ) ( )
4 4 8
72 ( )2 tan 3tan 2 3 7

1 tan 71 ( )
3

  

  




      

     

 
   


 

，

，

.

已知
1cos
4

   ，
3( )
2

 
 ， ，求 sin

2

， cos

2

， tan

2


的值．

解：因为
3
2

 
   ，所以

3
2 2 4

 
  ，

2


为第二象限角．

根据公式 2cos 1 2sin
2
   ， 2cos 2cos 1

2
   ，得

11 ( )1 cos 104sin
2 2 2 4
   
   ，

11 ( )1 cos 64cos
2 2 2 4
   
      ，

10sin 152 4tan
2 36cos

2 4





   


．

已知
2 3cos ( 2 )
3 2

  
  ， ， ，求 sin

2

， cos

2

， tan

2


的值．

求下列各式的值：

(1) sin 67 30 cos67 30   ；(2) 2sin
8
 2cos

8


 ；(3) 2

5 tan 22.5
1 tan 22.5


 

.

也可用下述方法

求得 cos2 ， tan 2 ：
2cos2 2cos 1   ，

sin 2tan 2
cos2




 ．
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练一练

解：(1) sin 67 30 cos67 30  
1 2sin 67 30 cos67 30
2

    

1 1sin(2 67 30 ) sin135
2 2
1 1 2sin(180 45 ) sin 45
2 2 4

    

      ；

(2) 2sin
8
 2cos

8


 2 2(cos sin ) cos(2 )
8 8 8
  

     

2cos
4 2


    ；

(3) 2

5 tan 22.5
1 tan 22.5




  2

5 2 tan 22.5 5 tan(2 22.5 )
2 1 tan 22.5 2


   

 
5 5 5tan 45 1
2 2 2

     ．

求下列各式的值：

(1) 5 5sin cos
12 12
 

；(2) 2 π2sin 1
12

 ；(3) 2

tan165
1 tan 165

°

°
．

化简：

(1) sin( 2 ) sin(2 )
1 cos( 2 )

 


 
 

；(2)
cos

2

sin cos
4 4



 


．

解：(1) sin( 2 ) sin(2 ) ( sin 2 ) ( sin )
1 cos( 2 ) 1 cos 2

   
 

   


  
2

2

2sin cos
1 (1 2sin )

 



 

cos ；

(2)
cos

2

sin cos
4 4



 


cos 2
4

sin cos
4 4



 


 



2 2cos sin
4 4

sin cos
4 4

 

 





cos sin

4 4
 
 ．

1．化简：
1 cos 2
sin





．

2．证明： 2sin( ) cos( ) sin 2 .    

sin(180 ) sin   
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1．填空题：

(1) sin cos
12 12
  =___________；(2) 2 2sin 15 cos 15   =___________；

(3) 2 1sin
8 2

 =_____________；(4) 27 7cos

6 8 12

 =_______________；

(5) 2

3tan15
1 tan 15


 

=____________．

2．已知
2cos
3

  ，
3( 2 )
2

 
 ， ，求 sin 2 ， cos 2， tan 2 的值．

3．已知
1tan
2

  ，求 tan 2 的值．

4．化简：

(1) 4 4cos sin  ；(2) 2(sin cos ) .
2 2
 


5．求证：

(1) 1 cos 2 2sin
sin

 



 ；(2) 22 2sin cos 2 1    ．

6．求下列各式的值：

(1) 2 111 2cos
12


 ；(2) 2 25sin sin
12 12
 
 ；

(3) 5sin sin
12 12
 

；(4) 2

tan 75 .
1 tan 75


 

7．化简：

(1) sin cos cos
2 2
  ；(2) 4 4sin cos

2 2
 
 .

8．已知 tan 3
2

 ，求 sin cos tan  ， ， 的值．

9．证明下列恒等式：

(1) 22cos ( ) 1 sin
4 2

 
   ；(2) sin (1 cos 2 ) sin 2 cos .    

10．已知
1sin cos
4

   ，求 sin 2 的值．
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1．选择题：

(1) 已知
3cos ( 0)
5 2

  
  ， ， ，则 sin 2  ( )．

A． 12
25

B． 12
25

 C． 24
25

D． 24
25



(2) 21 2sin cos 2    ( )．

A． 2 B． 1 C．1 D．2

(3) 1 3cos sin
2 2

  可化为( )．

A． sin( )
6


 B． sin( )

3




C． sin( )
6


 D． sin( )

3




(4) 1sin cos
3

   ，则 sin 2  ( )．

A． 1
9

B． 1
9

 C． 8
9

D． 8
9



2．求下列各式的值：

(1) 65cos( )
12


 ； (2) sin100 sin 20   cos100 cos 20 ；

(3) 21 19sin
2 8


 ； (4) 1 2sin105 cos75   ．

3．已知
4sin
5

  ， (0 )  ， ，求 sin 2 ， cos 2， tan 2 的值．

4．证明：

(1) 2 2

sin cos 1 tan 2
cos sin 2

  
 




；(2) cos
sin




sin 2
cos sin 2


 
 ．
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1．已知 sin ∶ sin
2

8∶5，求 cos 的值．

2．已知 sin cos 2   ，求 tan cot  的值．

3．若
1 cos 2 3
sin 2





 ，求 tan 的值．

4．证明：

(1) 1 1 tan 2
1 tan 1 tan


 
 

 
； (2) 22sin sin 2 tan

2sin sin 2 2
  
 





．

5．已知等腰三角形的顶角的余弦等于
7
25

，求这个三角形一个底角的正弦、余

弦和正切．

亚历山大时期的三角测量

在亚历山大(公元前 332年)时期，利用三角知识测量天文和地理的例子举

不胜举．例如，希派尔古斯测量地球和月球的距离，要知道那时没有先进的测

量仪器．他假设一个人站在赤道A处看到月亮恰好在他头顶上方的C处(图 1-2)，

另一个人站在赤道 B处，则看到月亮刚刚升起．这时 BC和圆 O相切，构成了

直角△OBC，AB弧所对恰为 A，B两地的经度．希派尔古斯测到 89.0625  ，

他利用自己编制的世界第一张正弦函数值表计算，得

sin(90 ) OB
OC

  ，

cos 250000(n mile)OC OB    ．

这个数据与实际误差并不太大．
图 1-2
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利用锐角三角函数，可以解直角三角形．下面我们将根据任意角三角函数

知识，研究任意三角形的边角关系．

本节我们将学习任意三角形边角关系的两个重要定理．

在△ABC中，通常用 a b c， ， 表示角 A B C， ， 对边及其长度．

问题：你能根据图 1-3(1)、(2)，证明下列等式吗？

sin
a
A
=
sin
b
B

sin
c
C

证明：对任意△ ABC，如图 1-3建立直角坐标系．

图 1-3

在图 1-3(1)中，点 C在∠A的终边上，根据三角函数的定义，得点 C的坐

标为 ( cos sin )b A b A， ，作 CD⊥ x轴，垂足为 D，在直角三角形 CDB 中，

| | sin sinCD BC B a B  ．由点 C在 x轴上方，可以知道点 C纵坐标等于 | |CD ，

即 sin sinb A a B ，得
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sin
a
A
=
sin
b
B
；

在图 1-3(2)中，同理可证：点 A的坐标为 ( cos sin )c B c B， ， | | sinEA b C ,

点 A纵坐标等于 | |EA ，即 sin sinc B b C ，得

sin
b
B

sin
c
C
.

于是，得到关于任意三角形边和角间关系的

重要定理：

正弦定理 在一个三角形中，各边和它所对

的角的正弦的比相等．即

sin sin sin
a b c
A B C
  (1-6)

正弦定理指出了任意三角形三条边和对应角的正弦之间的关系，它描述了

任意三角形中边、角的一种数量关系．

利用图 1-3，容易求得△ABC面积 S△为

S△

1 1| | | | sin
2 2
AB CD ac B  ，

根据式(1-6)，又可得到

S△

1 1sin sin
2 2
ab C bc A  ．

因此，任意△ABC的面积公式为

S△

1 1 1sin sin sin
2 2 2
ab C ac B bc A   (1-7)

在△ABC中，已知 30A  ， 65B  ， 12a  ．解此三角形，并求这个三

角形的面积(精确到 0.1)．

解：根据三角形内角和定理

利用正弦定理解三角

形，可以解决两类问题：

(1) 已知两角和一边，求

其他两边和第三角；

(2) 已知两边和其中一边

的对角，求其他两角和第

三边．

任意三角形的面积等

于它的任意两条边与它们

夹角的正弦的乘积的一半．
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180 ( )
180 (30 65 ) 85

C A B  
     ；

根据正弦定理

sin
sin
a Bb

A
 

12sin 65
sin 30




≈21.8，

sin
sin
a Cc

A
 

12sin85
sin 30




≈23.9，

S△

1 sin
2
bc A

1 21.8 23.9 sin 30
2
   ≈

≈130.3．

在△ABC中，已知 45B  ， 60C  ，b=5，解此三角形，并求这个三

角形的面积(精确到 0.1)．

在△ABC中，已知 45B  ，c=10，b=8，解此三角形(角度精确到1，边

长精确到 1)．

解：根据正弦定理得

sinsin c BC
b

 
10sin 45

8

≈0.8839，

因为0 180C   ，所以 C≈62，或 C≈118．

(1) 当 C≈62时，

180 ( )A B C   ≈180  (45 62 ) 73    ，

sin
sin
b Aa

B
 = 8sin 73 11

sin 45


≈ ；

(2) 当 C≈118时，
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180 ( )A B C   ≈180  (45 118 ) 17    ，

sin
sin
b Aa

B
 

8sin17
sin 45



≈3．

在△ABC中，已知 A=40， 20a  ，b=28，解此三角形 (角度精确到1°，

边长精确到 1)．

在△ABC中，已知 30B  ， 4a  ，b=8，解此三角形(角度精确到1，边

长精确到 0.1)．

解：根据正弦定理得

sinsin a BA
b

 
4sin 30

8
 =0.25，

因为0 180A   ，所以 A≈14或 A≈166．

(1) 当 A≈14时，

180 ( )C A B   ≈180 (14 30 ) 136      ，
sin
sin
a Cc

A


4sin136
sin 30





≈5.6．

(2) 当 A≈166时，

A+B≈166 30 196 180      ，此时无解．

在△ABC中，已知 60C  ，a=3，c=4，解此三角形 (角度精确到1，

边长精确到 0.1)．

1．填空题：

(1) 由正弦定理可知：在一个三角形中，各边和________的比相等．
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(2) 任意三角形的面积等于它的任意两条边与它们______的乘积的一半．

2．在△ABC中，已知下列条件，解三角形，并求这个三角形的面积(角度精确

到1，边长精确到 1)．

(1) 30 45 8A B a    ， ， ；

(2) 60 45 10B C c    ， ， ．

3．在△ABC中，已知下列条件，解三角形(角度精确到0.1，边长精确到 0.1)．

(1) 30 18 12A a b   ， ， ；

(2) 115 4 28B a b   ， ， ；

(3) 60 11 12C c b   ， ， ．

4．用三角函数的定义证明正弦定理．

5．在△ABC中，已知 22 5 3B a b   ， ， ，求△ABC的面积(结果保留三位有

效数字)．

数中的哲理

零和负数——在实数中，负数比零小；在生活中，没有思想比无知更糟．

零与任何数——任何数与零相加，仍得任何数；光说不做，只能在原地

停留．

小数点——丢掉了小数点数值会变大；不拘小节会犯大错误．

相反数——两个相反数相加等于零；聪明不勤奋，将一事无成．

分数——人好比是一个分数，他的实际才能是分子，而他对自己的估价是

分母，分母越大，则分数值越小．
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问题：在任意三角形中，已知两边及其夹角或已知三边，三角形也能被唯

一确定，那么在这两种情况下，如何解三角形呢？

如图 1-4所示，设△ABC三边长分别为 a，b，c，它们的对角分别为 A，B，

C．则有 AC


= AB


+BC


．

AC


AC


= (AB


)BC


(AB 


)BC


)=
2

AB 


2AB


BC 
 2

BC


= 2| | 2 | | | |AB AB BC
  

cos(180-B)+ 2| |BC


2 22 cosc ac B a   ，

即 2 2 2 2 cosb a c ac B   ，

同理可得：

2 2 2 2 cosa b c bc A   ，

2 2 2 2 cosc a b ab C   ．

于是我们得到关于任意三角形边和角间关系的另一个重要定理．

余弦定理 三角形任何一边的平方等于其他两边平方的和减去这两边与它

们夹角的余弦的积的两倍．即

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

a b c bc A
b a c ac B
c a b ab C

  

  

  

(1-8)

由余弦定理可以得到如下推论：

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos
2

cos
2

cos
2

b c aA
bc

a c bB
ac

a b cC
ab

 


 


 


(1-9)

图 1-4

在公式(1-8)中，若 90C  ，则
2 2 2 2 cos90c a b ab   

2 2a b  ．

勾股定理是余弦定理的特例．
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余弦定理及其推论解三角形，可以解决哪类三角形问题?
(1) 已知三边求三个角的余弦，进而求三个角；

(2) 已知两边和它们的夹角求第三边及其他两个角．

在△ABC中，已知 a=8，b=5，c=7，解三角形(角度精确到0.1 )°．

解：根据余弦定理的推论
2 2 2

2 2 2

cos
2

5 7 8
2 5 7

0.1429

b c aA
bc

 


 


 
≈ .

A≈81.8；
2 2 2

cos
2

a c bB
ac

 


2 2 28 7 5
2 8 7
 


 

≈0.7857，
B≈38.2；

180 ( )C A B  

≈180 (81.8 38.2 )    

60.0 ．

在△ABC中，已知 a=5，b=9，c=7，解三角形(角度精确到0.1 )°．

在△ABC中，已知 a=15，b=5， 60C  ，解三角形(边长精确到 1，角度

精确到1°)．

解：根据余弦定理

2 2 2 2 cosc a b ab C  

2 215 5 2 15 5 cos60      
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=225+25-2×15×5×0.5

=175，

所以 c≈13．

由正弦定理得

sinsin b CB
c


5sin 60

13


 

35
2

13


≈0.3331．

因为 b是三角形中最小的边，所以 B是锐角，利用计算器，得 B≈19，

180 ( )A B C   ≈180 (19 60 ) 101      ．

在△ABC中，已知 c=3，b=6，A= 45，解三角形(边长精确到 1，角度

精确到 1°)．

在△ABC中，已知 3 5 7a b c  ， ， ，判断三角形的形状．

解：因为三角形三条边中 c=7是最大边，所以 C角为最大内角．

根据余弦定理的推论

2 2 2

cos
2

a b cC
ab

 
 =

2 2 23 5 7 1 0
2 3 5 2
 

  
 

，

所以 C为钝角，故△ABC为钝角三角形．

在△ABC中，已知 a=2，b=2 3，c=4，判断三角形的形状．

1．填空：

(1) 根据余弦定理及其推论可得，cosC=_________， 2a _________．
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(2) 如果 cos 0C  ,则∠C 是 __________角；如果 cos 0C  ,则∠C 是

__________角；如果 cos 0C  ，则∠C是__________角．

2．在△ABC中，已知下列条件，解三角形(角度精确到0.1，边长精确到 1)：

(1) 8 9 6a b c  ， ， ；(2) 9 10 15a b c  ， ， ．

3．在△ABC中，已知下列条件，解三角形(角度精确到0.1，边长精确到 0.1)：

(1) 8 3b c ， ，A=60；(2) 20 30a b ， ，C=30．

4．在△ABC中，∠A为钝角，
4sin
5

A  ，AB=5，AC=3，求 BC．

5．在△ABC 中，三边长分别是 2 2a b ab a b  ， ， ，求△ABC的最大内角．

1．选择题：

(1) 在△ABC中， 45 60 10A B a    ， ， ，则b  ( )．

A．5 2 B．10 2 C．5 6 D．10 6
3

(2) 在△ABC中，
2
sin
a
A

sin
b
B sin

c
C

  ( )．

A．0 B．2 C．
sin
a
A

D．
sin
a
A



(3) 在△ABC中， 5a  ， 6b  ，
2 14sin
15

C  ，则 S△ ( )．

A． 14 B． 2 14 C． 15 D． 2 15

(4) 在△ABC中， 2 2 2a b c bc   ，则 A=( )．

A．30 B． 45 C．60 D．120

2．填空题：

(1) 在△ABC中， 12 60 30a b A B     ， ， ，则b  ________．

(2) 在△ABC中， 75 45 2A C b    ， ， ，则此三角形最小边长为______．
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(3) 在△ABC中，若 3a  ，那么 cos cosb C c B _______．

(4) 在△ABC中，若 20 15 10a b c  ， ， ，那么 S△_______．

1．选择题：

(1) 在△ABC中， 3 3 3 30a b A   ， ， ，那么C  ( )．

A．60 120 或 B．30 150 或

C．90 30 或 D． 45 135 或

(2) 在△ABC中，若
2 26 4 sin
3

b c A  ， ， ，则 a  ( )．

A．6 B．5 C． 2 17 D．6或 2 17

(3) 在△ABC中， 4b  ， 30 45B C   ， ，则 S△ ( )．

A． 4 4 3 B． 3 1 C． 4 3 1 D． 4 3 2

(4) 在△ABC中， 5 3 7a b c  ， ， ，则△ABC为( )．

A．锐角三角形 B．直角三角形

C．钝角三角形 D．无法判断

2．在△ABC中， 3 3 3 30a c A   ， ， ，求角 C及 b．

3．在△ABC中，已知 1
3

BC B 
 ， ，△ABC的面积为 3，求 cotC的值．北
京
出
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在物理学和工程技术中，许多结论可以用形如 sin( )y A x   (其中

A  ， ， 是常数)的函数表示．下面我们来研究这类函数简图的作法及性质．

问题：你还记得如何用“五点

法”作函数 siny x 的简图吗？你

能写出这五个关键点的坐标吗？

用“五点法”作出函数

2siny x 与
1 sin
2

y x 在一个周期内的简图，并与 siny x

图象比较．

解：函数 2siny x 与
1 sin
2

y x 的周期都是 2，在[0 2 ]，

上列表如下：描点画图，如图 1-5所示．

从图 1-5可以看出，对于同一个 x值，函数 2siny x ，

五点坐标为：

(0 0)， ， ( 1)
2

， ，

( 0)， ，
3( 1)
2


， ，

(2 0)，

x 0
2
  3

2


2

2siny x 0 2 0 -2 0

1 sin
2

y x 0
1
2

0
1
2

 0
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[0 2 ]x ， 的图象上的点的纵坐标等于函数 siny x ， [0 2 ]x ， 的图象上的点

的纵坐标的 2倍．因此，函数 2sin [0 2 ]y x x  ， ， 的图象，可以看做把函数

sin [0 2 ]y x x  ， ， 所表示的曲线上的点的纵坐标伸长到原来的 2 倍(横坐标

不变)而得到．从而，函数 2siny x ， [0 2 ]x ， 的值域是[ 2 2] ， ，最大值是

2，最小值是 2 ．

图 1-5

类似地，函数
1 sin [0 2 ]
2

y x x  ， ， 的图象，可以看做把函数 siny x ，

[0 2 ]x ， 的图象上所有点的纵坐标缩短到原来的
1
2
(横坐标不变)而得到．从而

函数
1 sin
2

y x ， [0 2 ]x ， 的值域是
1 1[ ]
2 2

 ， ，最大值是
1
2
，最小值是

1
2

 ．

siny A x 的图象与性质

一般地，函数 siny A x x R， (其中 0A  且 1A  )的图象可以看做把正弦

曲线上所有点的纵坐标伸长(当 1A  时)或缩短(当0 1A  时)到原来的 A倍(横

坐标不变)而得到．函数 siny A x x R， 的值域是[ ]A A ， ，最大值是 A，最

小值是 .A

用“五点法”作出函数
2 sin
3

y x 与
3 sin
2

y x 在一个周期内的简图，

并和 siny x 图象比较．
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1．填空题：

(1) 用“五点法”作出函数
1 sin [0 2 ]
10

y x x  ， ， 的图象时，五个关键点

是________，________，________，________，________．

(2) 函数 10sin [0 2 ]y x x  ， ， ，当 x =________时，函数取得最大值，最

大值是________；当 x =________时，函数取得最小值，最小值是

________．

(3) 函数 10sin [0 2π]y x x ， ， 的图象与 x轴的交点坐标是________，

________，________．

2．作出下列函数在一个周期内的简图：

(1) 3 sin
2

y x ；(2) 4siny x .

3．作出函数 2sin( 37 )cos37 2cos( 37 )sin 37y x x       在一个周期的简图．

4．作出函数
sin 2
2cos

xy
x

 在一个周期内的简图．

5．根据函数 5siny x ，回答下列问题：

(1) 函数的最大值、最小值是什么？

(2) 函数的周期等于什么？

(3) 函数在区间[0 2 ]， 上的最高点、最低点的坐标是什么？

作函数 sin 2y x 与 sin
2
xy  在一个周期内的简图．

作法：函数 sin 2y x 的周期
2
2

T 
  ，作区间[0 ]， 上的简图，由 2x分别等
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于
30 2

2 2
 

 ， ， ， ， ，得到 x的值：
30

4 2 4
  

， ， ， ， .

列表如下：

2x 0
2
  3

2


2

x 0
4


2
 3

4
 

sin 2y x 0 1 0 -1 0

描点画图，如图 1-6所示．

图 1-6

从图 1-6 可以看出，函数 sin 2y x ， [0 π]x ， 的图象，可以看做把函数

siny x ， [0 2 ]x ， 所表示的曲线上的点的横坐标压缩到原来的
1
2
(纵坐标不

变)而得到．

函数 sin
2
xy  的周期

2 41
2

T 
  . 作区间[0, 4 ] 上的简图．由

2
x
分别等于

30 2
2 2
 

 ， ， ， ， ，得到 x的值：0 2 3 4   ， ， ， ， ．列表如下：

2
x

0
2
  3

2


2

x 0  2 3 4

sin
2
xy  0 1 0 1 0

描点画图，如图 1-7所示．

先 把 2x
看做一个整体

对待，然后再

确定 x的值．
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图 1-7

类似地，函数 sin
2
xy  ， [0 4 ]x ， 的图象，可以看做把函数 siny x ，

[0 2 ]x ， 所表示的曲线上的点的横坐标伸长到原来的 2 倍(纵坐标不变)而

得到．

与函数 siny x 比较，函数 siny x 中的影响函数的周期：当 =2时，

函数 sin 2y x 的周期是
2
2

T 
  ； 当

1
2

  时，函数 sin
2
xy  的周期是

2 41
2

T 
  .

一般地，函数 siny x ( 0)  的周期是
2 .T



 这与前面分析函数

sin( )y A x   所得到的公式相同．

siny x 的图象与性质

函数 siny x ，xR (其中 0  且 1  )的图象也可以看做把正弦曲线上

所有点的横坐标缩短(当 1  时)或伸长(当0 1  时)到原来的
1


倍(纵坐标不

变)而得到．

作函数 sin 3y x 与 sin
3
xy  在一个周期内的简图，并和 siny x 图象

比较．
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1．填空题：

(1) 用“五点法”作出函数
2sin
3

y x 在一个周期内的简图时，五个关键点

是_______，_______，_______，_______，_______．

(2) 函数
2sin [0 3 ]
3

y x x  ， ， ，当 x =_______时，函数取得最大值，最大

值是_______；当 x =_______时，函数取得最小值，最小值是_______．

(3) 函数 sin 4 [0, ]
2

y x x 
 ， 的图象与 x轴的交点坐标是______，______，

_______．

2．作出下列函数在一个周期内的简图：

(1) sin 3y x ；(2) 3sin .
2

y x

3．作出函数 2sin(3 37 )cos37 2cos(3 37 )sin 37y x x        在一个周期内的

简图．

4．作出函数
4sin 6
2cos3

xy
x

 在一个周期内的简图．

5．根据函数 5sin 3y x ，回答下列问题：

(1) 函数的最大值、最小值是什么？

(2) 函数的周期等于什么？

(3) 函数在区间
2π[0 ]
3

， 上的最高点、最低点的坐标是什么？

作出函数 sin( )
4

y x 
  在一个周期内的简图．

解：函数 sin( )
4

y x 
  的周期是 2 . 对于 sin( )

4
y x 
  ，当

4
x 
 分别取
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30 2
2 2
 

 ， ， ， ， 时， 得到对应的 x值为
3 5 7

4 4 4 4 4
    

 ， ， ， ， ，所对应的五

点就是函数 sin( )
4

y x 
  在

7[ ]
4 4

x  
  ， 图象上的五个关键点．列表如下：

4
x 
 0

2
  3

2


2 

x
4



4
 3

4
 5

4
 7

4


sin( )
4

y x 
  0 1 0 1 0

描点画图，如图 1-8所示．

图 1-8

函数 sin( )
4

y x 
  的图象可以看做是函数 siny x 的图象上所有点向左平

行移动
4

个单位长度而得到的．

类似地，函数 sin( )
3

y x 
  的图象可以看做是函数 siny x 的图象上所有

点向右平行移动
3

个单位长度而得到的．

sin( )y x   的图象与性质

一般地，函数 sin( )y x   的图象也可以看做是把函数 siny x 的图象上所

有点向左 ( 0  时)或向右 ( 0  时)平行移动 | | 个单位长度而得到的．

作出函数 sin( )
2

y x 
  与 sin( )

2
y x 
  在一个周期内的简图．
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作出函数 3sin(2 )
3

y x 
  在一个周期内的简图．

解：函数周期是
2 .
2

T 
   当 2

3
x 
 依次取

30 2
2 2
 

 ， ， ， ， 时，得到对应的

x 值为
7 5

6 12 3 12 6
    

 ， ， ， ， ．所对应的五点就是函数 3sin(2 )
3

y x 
  在

5[ ]
6 6

x  
  ， 图象上的五个关键点．列表如下：

2
3

x 
 0

2
  3

2


2

x
6



12


3
 7

12
 5

6


3sin(2 )
3

y x 
  0 3 0 3 0

描点画图，如图 1-9所示．

图 1-9

利用这类函数的周期性，把上面所得的图象向左和向右扩展出去，就得到

3sin(2 )
3

y x 
  ( )xR 的图象．

函数 3sin(2 )
3

y x 
  的图象也可以看做是用下面的方法得到的：

(1) 把 siny x 的图象上所有的点向左平移
3

个单位长度得到 sin( )

3
y x 
 

的图象；

(2) 把 sin( )
3

y x 
  的图象上所有的点的横坐标缩短到原来的

1
2
(纵坐标不
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变)得到 sin(2 )
3

y x 
  的图象；

(3) 把 sin(2 )
3

y x 
  的图象上所有的点的纵坐标伸长到原来的 3 倍(横坐

标不变)得到 3sin(2 )
3

y x 
  的图象(图 1-9)．

sin( )y A x   的图象与性质

一般地，函数 sin( )( 0 0 )y A x A x       R， ， 的图象，可以由正弦曲

线 siny x 经过所有点的平移以及周期和 A的变换而得到，所以它又叫做正弦

型曲线．显然，它上下振动幅度是 A，周期
2T



 ，当 0x   时， x 


  ，

所以函数图象在区间
2[ ] 

  


  ， 上的五个关键点是( 0)


 ， ，( )
4
T A


  ， ，

( 0)
2
T


  ， ，

3( )
4
T A


  ， ， ( 0)T


  ， .

“五点法”是迅速作出 sin cos sin( )y x y x y A x    ， ， 图象的重要方法．

在物理学中，函数 sin( ) [0 )( 0 0 )y A x x A x         R， ， ， ， 可以

表示一个振动量，此时， A表示振动时离开平衡位置的最大距离，称为振幅；

往复振动一次所需的时间
2T



 称为周期； x  称为相位； 0x  时的相位

称为初相．

1．填空题：

(1) 已知函数
1 sin(2 )
3 4

y x 
  ，则 A=______， =______， =______，

T =______．

(2) 已知函数 5sin( )
2 3
xy 

  ，则 A=______， =______， =______，

T =______．
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(3) 函数 3sin 2y x 的图象在[0 ]， 上的五个关键点是____________．

(4) 函数
1 sin( )
4 2 3

xy 
  的图象在

2 14[ ]
3 3
 
， 上的五个关键点是______．

(5) 作函数 4sin(4 )
6

y x 
  的图象，可以先把正弦曲线 siny x x R， 上所

有点______平行移动______个单位长度，再把所得各点的横坐标

______到原来的______(纵坐标不变 )，再把所得各点的纵坐标

________到原来的______(横坐标不变)而得到．

2．已知函数 3sin( )
5

y x 
  ，求：

(1) 函数的周期；(2) 五个关键点的坐标；

(3) 画出函数在一个周期内的简图．

3．用“五点法”作出函数 5sin( )
2 12
xy 

  在一个周期内的简图．

4．说明由 siny x 的图象经过怎样的变化(平移、横纵坐标的伸缩)得到下面的

函数图象：

(1) 5sin(3 )
4

y x 
  ；(2) 2 sin( ).

3 3 4
xy 

 

5．求下列函数的周期和最大值、最小值：

(1) cos 3 siny x x  ；(2) 4sin 3cos .y x x 

1．填空题：

(1) 作出函数 3sin(2 )
5

y x x
  R， 的图象：可以先把正弦曲线 siny x ，

xR 上所有的点向______(左或右)平行移动________个单位长

度；再把所得各点的横坐标___________(缩短或伸长)到原来的

_______(纵坐标不变)；再把所得各点的纵坐标_______(缩短或伸长)
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到原来的________(横坐标不变)而得到．

(2) 函数 3sin(2 )
5

y x 
  在

11[ ]
10 10
 
， 上的五个关键点是__________，最

大值是________，最小值是________．

(3) 已知函数 4sin( )
2 6
xy 

  ，则 A =__________， =__________，

 =________．

2．选择题：

(1) 函数
1 sin(2 )
2 6

y x 
  在一个周期内的图象的起点坐标是( )．

A． ( 0)
6

， B． ( 0)

6


 ， C． ( 0)
12

， D． ( 0)

12


 ，

(2) 函数 10sin(2 )
4

y x 
  的振幅、周期分别是( )．

A． 10A T  ， B． 10 2A T  ，

C． 10 4A T   ， D． 10 8A T   ，

3．用“五点法”作出下列函数在一个周期内的简图：

(1) 3sin( )
4

y x 
  ； (2) 1 sin(2 )

2 6
y x 
  ．

4．求出下列函数的周期和最大值、最小值：

(1) 1 sin 3
2

y x ；(2) sin(2 )
2

y x 
  ；

(3) 3sin(3 )
4

y x 
  ；(4) 15sin( )

2 7
y x 
  .

1．求函数 sin 3 cosy x x  的周期和值域，并且作出它在一个周期内的简图．

2．求函数 4sin 3cosy x x  的周期和最大值、最小值．

3．函数 sin( ) ( ) ( 0 0)y A x x A      R ， 在一个周期内的图象如图所示：

(1) 求函数的表达式；

(2) 求函数的增区间；

(3) 求函数的最大值，并求函数取得最大值时的自变量的集合．
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第 3题图

4．如图，把一段半径为 R的圆木锯成横截面为矩形的方木，怎样锯才能使横截

面的面积最大．

第 4题图
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在电学中，大小和方向都随时间变化的电流叫做交变电流，简称交流电．最

简单的是简谐交流电．其电流的大小和方向随时间而变化，满足

m 0sin( )i I t   m 0( 0 0 )I      ， ， ≤ ≤

的函数关系．其中 mI 是电流强度的最大值，叫做简谐交

流电的峰值；
2T



 叫做简谐交流电的变化周期，表示

交流电完成一次周期性变化所需的时间(单位为 s )；单位

时间内，交流电完成周期性变化的次数叫做频率，用 f

表示，
1f
T

 ，单位为“赫兹”，记做“Hz”； 0t  叫

做相位， 0 叫做初相位．

在物理学中，用 0sin( )S A t   表示简谐振动，S表示位移，A叫做振幅，

2T



 叫做简谐振动的变化周期，
1f
T

 叫做简谐振动的变化频率， 0t  叫

做相位， 0 叫做初相位．

试求 50Hzf  的简谐交流电的周期．

解：周期
1 1 0.02(s).

50
T

f
  

峰值、频率和

初相位是简谐交流

电的三个要素．它

们从三个不同的方

面描述了简谐交流

电的物理特征．
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已知简谐交流电的电流强度 i随时间 t变化的部分曲线如图 1-10所示．试

写出 i与 t的函数关系式．

图 1-10

解：电流 i随时间 t的变化满足正弦型函数关系，设所求函数关系为

0sin( )i A t   .

观察图形，得到峰值 30A  ；周期 2 2 22.25 10 0.25 10 2 10 .T         于是有

22 2 10T



   ，

解得 100  ，因为图中所示起点的横坐标为 20.25 10 ，即 0 0t   时，
20.25 10t   ，所以

2
0 100 0.25 10

4
t   

        ，

因此所求的函数关系式为 30sin(100 )
4

i t 
   .

在电学中，同频率的正弦量(即形如 sin( )y A x   的量)进行的求和运算，

叫做同频率正弦量的合成．

设某质点作简谐振动，其振幅为 4，频率为
1
2
，初相位为

3


 ，写出这

个质点的位移 x与时间 t的函数关系的解析式．
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设 1 2
2 4sin( ) sin( )
3 3

i I t i I t  
   ， ，求 1 2 .i i i 

解： 1 2i i i  = 2 4sin( ) sin( )
3 3

I t I t  
  

2π 2 4 4(sin cos cos sin ) (sin cos cos sin )
3 3 3 3

I t t I t t     
   

= 2 4 2 4(cos cos )sin (sin sin )cos
3 3 3 3

I t I t    
  

= 1 1 3 3[( ) ( )]sin [ ( )]cos
2 2 2 2

I t I t      

sin .I t 

已知两种简谐交流电的电流强度分别为 1 36sini t 及 2
224sin( )
3

i t 
  ，

试求出这两个电流强度的合成，并指出其频率与初相．

弹簧挂着的小球作上下振动(图 1-11)，它在 (s)t 内离开平衡位置的距离 (cm)s

由 3sin( )
4

s t 
  决定．试作出这个函数在一个周期内的图象，并且回答以下问题：

(1) 小球在开始振动 ( 0)t  时，离开平衡位置的距离有多大？

(2) 小球上升到最高点和下降到最低点时离开平衡位置的距离有多大？

(3) 经过多长时间，小球重复振动一次？

图 1-11

两个同频率的正

弦量的合成仍是正弦

量，其频率不变，只

是峰值及初相位发生

了变化．
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解：由函数 3sin( )
4

s t 
  ，得出 3 2A T  ， ，起点 ( 0)

4


 ， ．用“五点法”

作出它在一个周期内的图象，列表如下：

4
t 
 0

2
  3

2


2

t
4



4
 3

4
 5

4
 7

4


3sin( )
4

s t 
  0 3 0 3 0

描点作图，即得函数 3sin( )
4

s t 
  在[0 2 ]， 上的图象(图 1-12)．

由题意可知，该函数的周期 2T  在[0 2 ]， 上，

当 0t  时，
3 23sin

4 2
s 
  ，

当 2t  时，
3 23sin(2 )

4 2
s 
   ．

曲线起点由
3 2(0 )
2

， 开始，终点为
3 2(2 )
2

， ．

图 1-12

注意：区间[ 0]
4


 ， 上的一段曲线用虚线表示，再画出区间
7[ 2 ]
4


， 上的一段

曲线，这样，图上的实线部分就是函数 3sin( )
4

s t 
  在[0 2 ]， 上的图象．
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(1) 当 0t  时，
3 2
2

s  ，即小球开始振动时，离开平衡位置的距离是

3 2 cm
2

；

(2) 函数的振幅为 3，即小球上升到最高点和下降到最低点时，离开平衡位

置的距离都是 3 cm；

(3) 函数的周期是 2，即每经过 2秒小球重复振动一次．

设某质点的位移 x随时间 t变化的规律为： 3sin(3 )
6

x t 
  ，求物体运

动的周期、振幅和初相位．

1．指出下列函数的最大值和最小值：

(1) 12sin( )
3 3

y x 
  ；(2) 1 sin(3 )

2 4
y x 
  ；

(3) 22sin( 2 )
3

y x
   ；(4) sin 3 cos3y x x  ．

2．求下列函数的振幅、周期和初相位：

(1) 13sin( )
2 6

i t 
  ；(2) 1 sin(3 )

2 6
i t 
  ；

(3) 3 sin 2 cos 2i t t  ；(4) cos sini t t  .

3．已知两个简谐交流电的电流 1 3 sin(100 )
3

i t 
   ， 2 sin(100 )

6
i t 
   ，求

1 2i i i  ，并指出其频率和初相位．

4．已知简谐交流电的电流强度在一个周期内的图象如图所示，试写出函数的

解析式．
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第 4题图

正弦定理和余弦定理在实际生活中有着广泛的应用．下面介绍它在测量距

离、角度、高度以及解决一些物理问题上的应用．

如图 1-13所示，要测量底部不能到达的烟囱的高 AB，从与烟囱底部在

同一水平直线上的C D， 两处，测得烟囱的仰角分别为 35  和 50  ，CD

间的距离是 15m，已知测角仪高 1.5m，求烟囱的高(精确到 0.1m)．

图 1-13

解：在△ 1 1BC D 中，根据正弦定理得：

1BD  1 1 sin
sin
C D 

 （ ）
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15sin 35
sin 50 35




  （ ）

≈
15 0.5736
0.2588


≈33.2(m)，

在 Rt△ 1 1D AB中，

1AB = 1BD sin 

=33.2× sin 50

≈33.2×0.7660

=25.4(m)，

烟囱的高为 AB= 1AB + 1AA ≈25.4+1.5=26.9(m)．

答：烟囱的高约为 26.9m．

如图 1-14所示，在塔底 B处测得山顶C的仰角为60，在山顶C测得

塔顶 A的俯角为 45，已知塔高 20AB  m，求山高DC (精确到0.1m)．

图 1-14

如图 1-15所示，海中小岛 A周围 38海里内有暗礁，船

正向南航行，在 B处测得小岛 A在船的南偏东30，航行 30

海里后，在 C处测得小岛 A在船的南偏东 45，如果此船不改

变航向，继续向南航行，有无触礁的危险？

解：在△ ABC中， 30BC  ， 30B  ，
图 1-15
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180 45 135ACB     ，所以 15A  ．

根据正弦定理

sin sin
BC AC
A B
 ，

有
30

sin15


 sin 30
AC


，

所以
30sin 30 60cos15 15 6 15 2
sin15

AC 
    


．

所以 A到 BC所在直线的距离为

2sin 45 (15 6 15 2) 15( 3 1)
2

AC        ≈ 40.98 38 ．

故不改变航向，继续向南航行，无触礁的危险．

答：不改变航向，继续向南航行，无触礁的危险．

某巡逻艇在 A处发现北偏东 45°相距 9海里的C处有一艘走私船，正沿南

偏东75°的方向以 10海里/小时的速度向我海岸行驶，巡逻艇立即以 14海里/

小时的速度沿着直线方向追去，问巡逻艇应该沿什么方向去追？需要多少时间

才能追赶上该走私船(角度精确到1 )？

解：如图 1-16所示，设巡逻艇经过 x小时后在 B处追上走私船，

则 10CB x ， 14AB x ， 9AC  ， 75 45 120ACB     ，

所以 2 2 2(14 ) 9 (10 ) 2 9 10 cos120x x x     °，

所以 232 30 27 0x x   ，

所以
3
2

x  或
9
16

x   (舍)，

10 15BC x  ， 14 21AB x  ，

所以
sin120 15 3 5 3sin

21 2 14
BCBAC

AB


     ，

所以 38 13BAC    或141 47 (舍)．

故应沿北偏东 38 13 45 83 13      ．

图 1-16
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另解：同上解得 15BC  ， 21AB  ，

在△ ABC中，根据余弦定理
2 2 2

cos
2

AC AB BCCAB
AC AB
 

 


81 441 225
2 9 21
 


 

11
14



≈0.7857，

所以 CAB ≈38 13 ，在沿北偏东38 13 45 83 13      ．

答：巡逻艇应沿北偏东83 13° 的方向追赶，经过1.5小时追赶上该走私船．

如图 1-17所示，我舰在敌岛 A南偏西50相距12海里的 B处，发现敌

舰正由岛沿北偏西10的方向以10海里/小时的速度航行，问：我舰需要以

多大速度，沿什么方向航行才能在 2小时以内追上敌舰？

图 1-17

图 1-18是曲柄连杆机构的示意图．当曲柄CB绕C点旋转时，通过连杆 AB

的传递，活塞作直线往复运动．当曲柄在 0CB 位置时，曲柄和连杆成一条直线，

连杆的端点 A在 0A 处．设连杆 AB长为 340mm，曲柄CB长为 85mm，曲柄自 0CB

按顺时针方向旋转80，求活塞移动的距离(即连杆的端点 A移动的距离 0A A )(精

确到 1mm)．
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图 1-18

解：在△ ABC中，根据正弦定理
sin 85 sin80sin 0.2462

340
BC CA
AB

 
   ，

因为 BC AB ，所以 A为锐角，

得 14 15A   ，

所以 180 ( ) 180 (14 15 80 ) 85 45B A C             ，

根据正弦定理
sin 340 sin85 45 344.3(mm)

sin 0.9848
AB BAC

C
 

   ，

所以 0 0 ( )A A A C AC AB BC AC    

(340 85) 344.3  

80.7 ≈81 (mm)．

答：活塞移动的距离约为 81mm．

如图 1-19，为曲柄连杆示意图，当曲柄OA在水平位置OB时，连杆端点

P在Q的位置，当OA自OB按顺时针方向旋转 角时，P和Q之间的距离是

x，已知 25cmOA  ， 125cmAP  ，分别求下列条件的 x值(精确到0.1cm )：

(1) 50  ； (2) 90  ； (3) 135  ； (4) OA AP ．

图 1-19
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1．为了开凿隧道，要测量隧道口D， E间的距离，为此在山的一侧选取适当

的点C (如图)，测得 482.8mCA  ， 631.5mCB  ， 56 18ACB   ° ，又测得 A，

B两点到隧道口的距离 80.12mAD  ， 40.24mBE  ( A，D，E，B在一直

线上)，计算隧道DE的长(精确到0.1m )．

第 1题图

2．如图，在点 B处测得建筑物 AE的顶端 A的仰角为 ，沿 BE方向前进30m

至点C处测得顶端 A的仰角为 2 ，再继续前进10 3m至D点，测得顶端 A的

仰角为 4 ，求的大小和建筑物 AE的高．

第 2题图

3．如图，已知 A B， 两点的距离为 100海里，B在 A的北偏东30°，甲船自 A以

50海里/小时的速度向B航行，同时乙船自 B以30海里/小时的速度沿方位角

150°方向航行，问航行几小时，两船之间的距离最小？

第 3题图
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4．如图，有两条相交成60°角的直线 XX ，YY ，交于点是O，甲、乙分别在OX ，

OY上，起初甲离点O 3km，乙离点O 1km，后来两人同时用每小时 4 km的

速度，甲沿 XX 方向，乙沿Y Y 方向步行，问：

(1) 起初，两人的距离是多少？

(2) 用包含 t的式子表示 t小时后两人的距离；

(3) 什么时候两人的距离最短？

第 4题图

5．假定自动卸货汽车装有一车货物，货物与车箱的底部的滑动摩擦系数为0.3，

油泵顶点 B与车箱支点 A之间的距离为1.95m， AB与水平线之间的夹角为

6 20° ， AC长为1.40m，求货物开始下滑时 BC的长．

第 5题图

1．设某质点的位移 x随时间 t变化的规律为 5sin(3 )
6

x t 
   ．求振幅、周期和
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初相位．

2．试求 60Hzf  的简谐交流电的周期．

3．已知两种简谐交流电的电流强度 I随时间 t变化的规律分别为：1 36sinI t ，

2 24sin( )
3

I t 
  ，分别求它们的振幅、周期、初相位，以及它们的相位差．

4．一艘轮船在海上 A处测得灯塔 B在北偏东60°方向上，以后该船沿北偏东 45°

方向以每小时 24海里的速度航行半小时到 C处，望见灯塔 B在正东方，求

C处到灯塔 B的距离(精确到 0.1海里)．

5．如图，A，B两点间有座小山，不能直接丈量距离．在点D测得 100BDA  °，

由 D向 DA方向前进 100m到点 C，又测得 120BCA  °，AC=300m，试计

算 A，B间的距离．

第 5题图

1．设某质点作简谐振动，其振幅为 3，频率为 2，初相位为
4

，写出这个质点

的位移 x与时间 t的函数关系的解析式；求出这个函数的最小正周期；作出

这个函数在从 t=0开始的一个周期的图象．

2．已知三个同频率的简谐交流电的电压，其频率为，峰值分别为 311V、180V、

45V，其相位差是 1 2 4
  
  ， 2 3

2
3

  
  . 若取 2U 的初相位为零，试分别

写出这三个电压 U与时间 t的函数关系的解析式．

3．如图，A，B两点间有小山和小河．为求 AB的长，需选择一点 C，使 AC可

直接丈量，且 B和 C两点可通视．测得 AC=180m，CD=60m， 45ACB  ，
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60ADB  ，求 AB的长(精确到 0.1m)．

第 3题图

4．一只船下午一点钟在 A处，这时望见西南方有一座灯塔 B，船和灯塔相距

36海里．船以 26海里/小时的速度向南偏西30的方向航行到 C处，看见灯

塔在船的正北方向，此时应该是下午几点钟？这时船和灯塔相距多远？

第 4题图

大金字塔之谜

埃及的金字塔是古埃及文明的代表作，是埃及国家的象征，是埃及人民的

骄傲．金字塔，阿拉伯文意为“方锥体”，它是一种方底、尖顶的石砌建筑物，

是古代埃及埋葬国王、王后或王室其他成员的陵墓。它既不是金子做的，也不
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是我们通常所见的宝塔形．它规模宏大，从四面看都呈等腰三角形，很像汉语

中的“金”字，故中文形象地把它译为“金字塔”．埃及迄今发现的金字塔共约

八十座，其中最大的是以高耸巍峨而著称的，被称为古代世界七大奇迹之首的

胡夫大金字塔．英国有位天文学和数学的业余爱好者，名叫约翰·泰勒，他曾

根据文献资料中提供的数据对大金字塔进行了研究．经过计算，他发现胡夫大

金字塔令人难以置信地包含着许多数学上的原理．他首先注意到胡夫大金字塔

底角不是 60°，而是 51°51'，从而发现每壁三角形的面积等于其高度的平方．另

外，塔高与塔基周长的比就是地球半径与周长之比，因而，用塔高来除以底边

的 2倍，即可求得圆周率．泰勒认为这个比例绝不是偶然的，它证明了古埃及

人已经知道地球是圆形的，还知道地球半径与周长之比．英国数学家查尔斯·皮

奇·史密斯教授于 1864 年考察胡夫大金字塔后声称他发现了大金字塔更多数

学上的奥秘．例如，塔高乘 109就等于地球与太阳之间的距离，大金字塔不仅

包含着长度的单位，还包含着计算时间的单位：塔基的周长按照某种单位计算

的数据恰为一年的天数等．

大金字塔还有很多的数学上的奥秘，至今仍然是远没有完全解开的谜．

北
京
出
版
社



第一章 三角公式及其应用

·53·

一、知识结构图

二、学习要求

1．掌握两角和与差的余弦、正弦、正切公式，能够运用公式进行简单的三

角函数式的求值、化简和证明．

2．掌握二倍角的正弦、余弦、正切公式，能够运用公式进行简单的三角函

数式的求值、化简和证明．

3．掌握正弦型函数的图象，并能够通过简图理解性质，掌握用“五点法”

画正弦型函数简图的方法．

4．掌握正弦定理和余弦定理，会应用其解三角形，会求解一些简单的应用

问题．

5．体会把未知问题化归为已知问题的化归思想，提高运用公式进行恒等变

形的能力．

三、学习中应注意的问题

1．在使用两角和与差公式时，要切实弄清函数的排列顺序及式中每一项的

符号．

2．牢记公式并能熟练地将公式左右互化．

3．在本章中，我们大量地运用了化归思想，这是一种重要的数学思想，我
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们用过的化归包括以下几个方面：

(1) 把未知化归为已知．例如，用二倍角公式时，用单角的三角函数值求

二倍角的三角函数值．

(2) 等价化归．例如，进行三角函数式的化简、恒等变形和证明恒等式．

4．作出函数 sin( )y A x   的简图应先找出起关键作用的五个点：

3( 0) ( ) ( 0) ( ) ( 0)
4 2 4
T T TA A T    

    
         ， ， ， ， ， ， ， ， ， . 其 中

2T



 ．这五个点是使函数取得最大值、最小值以及曲线与 x轴相交的点．

5．在应用正弦、余弦定理解任意角三角形问题时，应注意对已知三角形两

边和其中一边的对角类型题目，解的情况可能有一解，可能有两解，可能无

解．要注意分析解的情况．

6．在实际问题中，许多量之间有确定性的依赖关系．在研究它们的变化规

律时，对变量的变化情况进行探讨，找出变量间的内在联系，建立这些变量之

间的函数关系式，是一种有效的方法．
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一、填空题

1．不查表求值 sin101 cos71 cos101 sin 71      ．

2．8sin cos
8 8
 

 ．

3． cos( 30 )cos sin( 30 )sin     ° ° = ．

4． 2 32cos 1
8

  ．

5．已知 tan 3 tan 5    ， ，则 tan( )   ．

6．化简：
1 3cos sin
2 2

   ．

7．函数
π2sin(4 )
8

y x  的周期是 ，最大值是 ，最小值

是 ．

8．在△ABC中，BC=8，A=30°，B= 45°，则 AC= ，C= ，△ABC

的面积= (保留三位有效数字)．

9．在△ABC中，AB=5，BC=8，B= 60°，AC= ，A= (边长精确

到 1，角度精确到 1°)．

二、选择题

1．已知 cos cosa b  ， ，且 (0 ) (0 )
2

  
  ， ， ， ，那么 cos( )  的

值的个数是( )．

A．1 B．2

C．3 D．4
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2． 2

2 tan 75
1 tan 75

°

°
的值是( )．

A． 3
3

 B． 3
3

C． 3 D． 3

3．函数
23sin( )
3 6

y x 
  的周期是( )．

A．3 B．
3


C． 3
2
 D．

6


三、解答题

1．化简：

(1) sin( )sin( ) cos( ) cos( )x x x x     ；

(2) sin( ) cos cos( )sin        ；

(3) tan 72 tan12
1 tan 72 tan12

  
  

；

(4) 2sin( ) cos( ).
4 4

x x 
 

2．已知
1 3cos ( 2 )
4 2

  
  ， ， ，求 sin 2 和 cos 2的值．

3．求证：
1 cos 3 sin cos(60 ).
2

    （ ）

4．用“五点法”作出下列函数在一个周期的区间上的简图：

(1) 4siny x ；

(2) sin 4y x ；

(3) 3sin 2y x ；

(4) 3sin(2 ).
3

y x 
 

5．求下列函数的最大值、最小值和最小正周期：

(1) sin(4 )
8

y x 
  ；

(2) 1 2sin(2 )
6

y x 
   ；
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(3) sin cosy x x ；

(4) 21 2sin .y x 

6．在△ABC中，已知下列条件，解三角形，并求三角形的面积(角度精确

到1°，边长精确到 0.1，面积精确到 1)．

(1) 12 6 120a b A   ， ， ；

(2) 7 23 135a b C   ， ， ．

7．海中两艘轮船 A、B，轮船 B在 A的正东 10海里处，海中有一灯塔 C，

在轮船 A上看灯塔在船北偏东60，在轮船 B上看灯塔在船北偏东 25，

求灯塔到两船的距离分别是多少海里(精确到 0.1海里)？

1．如果
1sin cos
8

   且 ( )
4 2

  
 ， ，那么 sin cos  的值是 ．

2．已知 tan 3  ，计算 tan
2


的值．

3．已知 sin sin 0 cos cos 1      ， ，求 cos( )  的值．

4．求
sin16 cos16 cos32

cos 26
  


的值．

5．已知函数 2 22sin cos (cos sin )y x x x x x    R， ，求：

(1) 函数的最小正周期；

(2) 函数的图象由函数 2 sin 2y x x R， 的图象经过怎样变换得到．

6．人(A)在塔(C)的正东方，沿南偏西60°的道路前进 40m后到达 B处，望

见塔在东北方向上，若沿途测得塔的最大仰角为30，求塔高．

第 6题图
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7．△ ABC中，若已知三边为连续正整数，最大角为钝角．

(1) 求最大角；

(2) 求以此最大角为内角，夹此角两边之和为 4 的平行四边形的最大

面积．

北
京
出
版
社


	一、知识结构图
	二、学习要求
	三、学习中应注意的问题
	一、填空题
	二、选择题
	三、解答题
	ch02.pdf
	1．椭圆的性质
	2．椭圆的图象
	1．双曲线的性质
	2．双曲线的图象
	1．抛物线的性质
	2．抛物线的图象
	一、知识结构图
	二、学习要求 
	三、学习中应注意的问题
	一、填空题
	二、选择题
	三、解答题

	ch03.pdf
	    1．王菊珍的百分数
	    2．托尔斯泰的分数
	    3．雷巴柯夫的常数与变数
	    性质1
	    性质2
	1．正态分布的概念
	2．分布函数的概念
	3．正态分布的标准化
	4．正态分布的概率计算
	一、知识结构图
	二、学习要求
	三、学习中应注意的问题
	一、填空题
	二、解答题




